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前 言  

亲爱的读者,当你翻开这本教材时,你开启的不仅是一门大学数学课程的学习,更是一

场探索世界底层规律的思维之旅。线性代数的核心魅力,在于它提供了一套极其强大且优

雅的“语言”,用以描述和解决那些涉及多变量、多关系的问题。现实世界很少是单一变量的

简单函数。从计算机图形中的绚丽动画,到人工智能中的神经网络;从搜索引擎的网页排

序,到经济学中的投入产出模型;从工程结构的应力分析,到量子力学的基本原理———这些

看似迥异的领域,其背后都矗立着线性代数的坚实框架。
本书将精心构建一个清晰的知识网络,向你展示矩阵、向量、行列式、线性方程组、特征

值、二次型等概念之间如何环环相扣,共同构成一个和谐统一的整体。我们希望通过这种

“编织知识之网”的方式,帮助你建立系统性的理解,而非零散的记忆。
本书突破了传统教材的局限,增设了“实践应用”专栏,第七章 MATLAB及其在线性代

数中的应用和第八章线性代数应用案例,第七章主要帮助学生掌握如何借助计算机解决线

性代数问题,从而大幅度提升学生的动手能力,提高教学质量,助力创新型人才培养。第八

章让同学通过感受线性代数在解决各类实际问题中所发挥的作用,提升学习线性代数的兴

趣,培养学生应用数学解决实际问题的意识和能力。
最后,请记住,学习线性代数就像学习一种新的乐器。起初可能会感到笨拙和不适应,

但只要你持续练习,用心体会,终有一天,你将能熟练地运用这套“语言”,演奏出属于自己

的、解决实际问题的华丽乐章。
当然限于编者认知的局限性,教材还有很多地方需要不断完善,我们将在以后教学过程

中,根据应用型人才培养的需要不断地修订,同时也请专家、同行和同学们不吝赐教。

编 者
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扫码可见本章

学习资源

第一章 行列式

第一节 二阶、三阶行列式

  一、二阶行列式

二元一次方程组的代入消元解法:

             
             

 
 a11x+a12y=b1, (1)

a21x+a22y=b2. (2){
a11,a12不可能同时为0,不妨设a11≠0,则:

(1)× (-
a21

a11
) 得:-a21x-

a12a21

a11
y=-

b1a21

a11
, (3)

(2)+(3)得(消去x):
a11a22-a12a21

a11
y=

b2a11-b1a21

a11
,

即:y=
a11b2-b1a21

a11a22-a12a21
. (4)

将(4)代入(1)得:x=
b1a22-a12b2
a11a22-a12a21

.

可见,方程组的解完全可由方程组中的未知数系数a11,a12,a21,a22以及常数项b1,

b2 表示出来
x=

b1a22-a12b2
a11a22-a12a21

,

y=
a11b2-b1a21

a11a22-a12a21
.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

如果规定记号
a11 a12

a21 a22
=a11a22-a12a21,则有:

b1a22-a12b2=
b1 a12

b2 a22

,a11b2-b1a21=
a11 b1
a21 b2

.
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因此二元一次方程组的解可以表示为:

x=

b1 a12

b2 a22

a11 a12

a21 a22

,

y=

a11 b1
a21 b2
a11 a12

a21 a22

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

定义1.1.1 记号
a11 a12

a21 a22

表示代数和a11a22-a12a21,称为二阶行列式.即:

 图1 1 1

a11 a12

a21 a22
=a11a22-a12a21.

行列式中的元素用小写英文字母表示,下标的两个数据表示该

元素所在的行和列,分别叫行标和列标.一般行列式中位于第i行第

j列的元素记为aij,比如a21是指位于第二行第一列的元素.
二阶行列式表示的代数和,可以用画线(如图1 1 1)的方法记

忆,即实线连接的两个元素的乘积减去虚线连接的两个元素的乘积.
【例1 1 1】 计算下列行列式的值:

(1)
1 2
3 4

;    (2)
-1 0
0 2

;    (3)
2 -1
0 3

.

解 (1)
1 2
3 4

=1×4-2×3=-2.

(2)
-1 0
0 2

=-1×2-0×0=-2.

(3)
2 -1
0 3

=2×3-(-1)×0=6.

  二、三阶行列式

定义1.1.2 记号

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

表示代数和:

a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32-a13a22a31-a12a21a33-a11a23a32,

称为三阶行列式,即:

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32-a13a22a31-a12a21a33-a11a23a32.

·2·
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三阶行列式可以用画线的方法记忆.如图1 1 2,其中各实线(主对角线方向)连接的

三个元素的乘积是代数和中的正项,各虚线(副对角线方向)连接的三个元素的乘积是代数

和中的负项.

图1 1 2

【例1 1 2】 计算下列三阶行列式

1 2 -4
-2 2 1
-3 4 -2

.

解 
1 2 -4
-2 2 1
-3 4 -2

=1×2×(-2)+2×1×(-3)+(-2)×4×(-4)-(-4)×2×

(-3)-2×(-2)×(-2)-1×1×4
=(-4)+(-6)+32-24-8-4=-14.

习题1 1

1.计算下列行列式:
6 2 1
3 1 2
2 1 1

,    
0 x y
-x 0 z
y -z 0

.

2.设

x 1 1
1 x 1
1 1 x

=0,求x 的值.

3.求函数f(x)=
2x 1 -1
-x -x x
1 2 x

中x3 的系数.

4.利用二阶行列式求解方程组:
x1-2x2=4,

3x1+5x2=1.{

·3·
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第二节 n阶行列式

  一、n阶行列式的定义

定义1.2.1 由n2 个元素aij(i=1,…,n,j=1,…,n)排成n 行、n 列,构成的运算式

Dn=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

称为n 阶行列式,简记为det(aij),其中aij为行列式det(aij)的元素.
在行列式Dn 中,将a11,a22,…,ann所组成的对角线称为Dn 的主对角线,这些元素称为

主对角元.而a1n,a2,n-1,…,an1所组成的对角线则称为Dn 的副对角线.
称主对角线以上(下)的元素全为零的行列式称为下(上)三角形行列式.
定义1.2.2 在Dn 划去元素aij所在的第i行、第j 列,剩下的n-1阶行列式叫作元素

aij的余子式,记作Mij,并称Aij=(-1)
i+jMij为元素aij的代数余子式.

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32-a13a22a31-a12a21a33-a11a23a32

=a11

a22 a23

a32 a33
-a12

a21 a23

a31 a33
+a13

a21 a22

a31 a32

=a11A11+a12A12+a13A13.
即三阶行列式的值等于第一行的每个元素与其对应的代数余子式的乘积之和,由此可

归纳出Dn =∑
n

j=1
a1jA1j.

由以上定义可得:

a11

a21 a22

︙ ︙ ⋱
an1 an2 … ann

=

a11 a12 … a1n

a22 … a2n

⋱ ︙

ann

=

a11

a22

⋱
ann

=a11a22…ann,即

三角形行列式和主对角行列式的值都等于主对角线元素的乘积.

  二、行列式的基本性质

把行列式D 的行、列互换所得到的行列式称为D 的转置行列式,记作DT,即若

·4·
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D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ⋱ ︙

an1 an2 … ann

,

则 DT=

a11 a21 … an1

a12 a22 … an2

︙ ︙ ⋱ ︙

a1n a2n … ann

.

性质1.2.1 行列式与它的转置行列式相等,即D=DT.
由性质1.2.1可知,行列式中行与列具有对等的地位,对行成立的性质,对列也成立,反

之亦然.
性质1.2.2 行列式两行(列)互换,行列式的值变号.
由性质1.2.2即可得到下面的推论

推论1.2.1 若行列式D 中有两行(列)元素对应相等,则D 的值为零.
证明 把D 相同的两行(列)互换,所得行列式记作D1,则由性质1.2.2得D1=-D,而

D 实际上没有变,故应有D1=D,所以D=0.
性质1.2.3 用数k乘以行列式D,等于将该数k乘到D 的某一行(列)中所有的元素上.
推论1.2.2 若行列式有一行(列)的元素全为零,则其值为零.
推论1.2.3 若行列式有两行元素对应成比例,则其值为零.
性质1.2.4 若D 的某一行(列)的元素都可表为两数之和,则以下等式成立:

D =

a11 a12 … … a1n

︙ ︙ ︙

ai1+bi1 ai2+bi2 … … ain+bin

︙ ︙ ︙

an1 an2 … … ann

     

=

a11 a12 … … a1n

︙ ︙ ︙

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … … ann

+

a11 a12 … … a1n

︙ ︙ ︙

bi1 bi2 … … bin

︙ ︙ ︙

an1 an2 … … ann

.

性质1.2.5 把行列式某一行(列)的λ倍加到另一行(列)的对应元素上,行列式的值不

变.即:

…

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

ak1 ak2 … … akn

…

rk+λri
􀪅􀪅􀪅􀪅

…

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

ak1+λai1 ak2+λai2 … … akn+λain

…

.
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证明 根据性质1.2.4及性质1.2.3的推论1.2.3:

 

…

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

ak1+λai1 ak2+λai2 … … akn+λain

…

    

=

…

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

ak1 ak2 … … akn

…

+

…

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

λai1 λai2 … … λain

…

=

…

ai1 ai2 … … ain

︙ ︙ ︙

ak1 ak2 … … akn

…

.

行列式性质1.2.2、1.2.3、1.2.5涉及行列式的三种运算:换行(列)、倍乘、倍加,即ri↔

rj,ri×k,ri+λ·rj 和ci↔cj,ci×k,ci+λ·cj.

习题1 2

1.证明:
a1+b1 b1+c1 c1+a1

a2+b2 b2+c2 c2+a2

a3+b3 b3+c3 c3+a3

=2

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

.

2.已知abcd=1,证明

a2+
1
a2 a

1
a 1

b2+
1
b2

b
1
b 1

c2+
1
c2

c
1
c 1

d2+
1
d2 d

1
d 1

=0.

3.证明

0 a1 a2 a3 a4

-a1 0 a5 a6 a7

-a2 -a5 0 a8 a9

-a3 -a6 -a8 0 a10

-a4 -a7 -a9 -a10 0

=0.
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第三节 n阶行列式的计算

  一、行列式的计算

利用行列式的性质可有效地简化行列式的计算.例如,利用性质1.2.5把行列式化成上

三角行列式,便可直接得到行列式的值.

【例1 3 1】 计算4阶行列式D=

1 3 -1 3
0 -1 2 -3
2 1 5 -5
-1 -1 3 5

.

解 我们利用性质将它化成三角形,便可套用前面的结果:

D
r3-2r1

r4+r1
􀪅􀪅􀪅􀪅

1 3 -1 3
0 -1 2 -3
0 -5 7 -11
0 2 2 8

r3-5r2

r4+2r2
􀪅􀪅􀪅􀪅

1 3 -1 3
0 -1 2 -3
0 0 -3 4
0 0 6 2

 
r4+2r3
􀪅􀪅􀪅􀪅

1 3 -1 3
0 -1 2 -3
0 0 -3 4
0 0 0 10

=1×(-1)×(-3)×10=30.

【例1 3 2】 计算4阶行列式 D=

a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

.

解 这个行列式的特点是每行(列)元素之和都是a+3b,因此,将第二、三、四行都加到

第一行,再提取公因子得:

D=

a+3b a+3b a+3b a+3b
b a b b
b b a b
b b b a

=(a+3b)

1 1 1 1
b a b b
b b a b
b b b a

=

ri-br1

i=2,3,4􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅(a+3b)

1 1 1 1
0 a-b 0 0
0 0 a-b 0
0 0 0 a-b

=(a+3b)(a-b)3.

引理1 3 1 如果n 阶行列式D 的第i行除元素aij外其余元素均为0,则

·7·
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D=aijAij.

证明

D=

a11 … a1j … a1n

︙ ︙ ︙

0 … aij … 0
︙ ︙ ︙

an1 … anj … ann

=(-1)i-1

0 … aij … 0
a11 … a1j … a1n

a21 … a2j … a2n

︙ ︙ ︙

an1 … anj … ann

=(-1)i-1(-1)j-1

aij 0 0 … 0
a1j a11 a12 … a1n

a2j a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

anj an1 an2 … ann

=(-1)i+jaijMij=aijAij.
定理1.3.1 n 阶行列式D 的任一行(列)的各元素与其对应的代数余子式的乘积之和,

等于D 的值,即D=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin =∑
n

k=1
aikAik (i=1,2,…,n),

或D=a1jA1j +a2jA2j +…+anjAnj =∑
n

k=1
akjAkj (j=1,2,…,n).

证明 任选D 的第i行,把该行元素都写作n 个数之和:

D=

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

ai1 ai2 … ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

=

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

ai1+0+…+0 0+ai2+…+0 … 0+0+…+ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

=

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

ai1 0 … 0
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

+

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

0 ai2 … 0
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

+…+

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

0 0 … ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

,

由引理即得

·8·
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D=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin =∑
n

k=1
aikAik (i=1,2,…,n).

这称为“按第i行展开”,按第j列展开可类似证明,即

D=a1jA1j +a2jA2j +…+anjAnj =∑
n

k=1
akjAkj (j=1,2,…,n).

这个定理称为行列式按一行(列)展开法则.它为行列式计算提供了又一种思路:将n 阶

行列式的计算化为n-1阶行列式的计算,这称为降阶.

【例1 3 3】 计算行列式D=

3 1 -1 2
-5 1 3 -4
2 0 1 -1
1 -5 3 -3

.

解 方法一(按第三行展开)

D=2A31+0A32+1A33+(-1)A34

=2
1 -1 2
1 3 -4
-5 3 -3

+1
3 1 2
-5 1 -4
1 -5 -3

+(-1)(-1)3+4
3 1 -1
-5 1 3
1 -5 3

=40.

我们把行列式按照行(列)展开时,最好先根据性质将某一行或列化为只剩下一个非零

元素之后再展开.
方法二

D
c1-2c3

c4+c3
􀪅􀪅􀪅􀪅

5 1 -1 1
-11 1 3 -1
0 0 1 0
-5 -5 3 0

=1·A33=
5 1 1

-11 1 -1
-5 -5 0

=40.

推论1.3.1 行列式中任意行(列)的每个元素与其他行(列)的元素对应的代数余子式

的乘积之和为零,即

ai1Aj1+ai2Aj2+…+ainAjn=0, (i≠j)

a1iA1j+a2iA2j+…+aniAnj=0. (i≠j)

证明

a11 … a1n

︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

=aj1Aj1+aj2Aj2+…+ajnAjn.
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将ajk换成aik(k=1,…,n),得

a11 … a1n

︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

=ai1Aj1+ai2Aj2+…+ainAjn=0.

注:ai1Aj1+ai2Aj2+…+ainAjn=
D,i=j,

0,i≠j.{

【例1 3 4】 D=

1 2 3 4
2 4 3 1
4 1 3 2
1 4 3 2

,求A11+A21+A31+A41.

解 因为D 的第3列元素与D 的第1列元素的代数余子式相乘求和为0,即 3A11+
3A21+3A31+3A41=0,所以A11+A21+A31+A41=0.

【例1 3 5】 证明范德蒙(Vandermonde)行列式

Dn=

1 1 … 1 1
x1 x2 … xn-1 xn

x2
1 x2

2 … x2
n-1 x2

n

︙ ︙ ︙ ︙

xn-1
1 xn-1

2 … xn-1
n-1 xn-1

n

= ∏
1≤j<i≤n

(xi-xj).

证明

Dn
ri-xnri-1

i=n,…,2􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅

1 1 … 1 1
(x1-xn) (x2-xn) … (xn-1-xn) 0

x1(x1-xn) x2(x2-xn) … xn-1(xn-1-xn) 0
︙ ︙ ︙ ︙

xn-2
1 (x1-xn) xn-2

2 (x2-xn) … xn-2
n-1(xn-1-xn) 0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

=(-1)1+n(x1-xn)(x2-xn)…(xn-1-xn)Dn-1

=(xn-xn-1)(xn-xn-2)…(xn-x1)Dn-1,

  Dk=(xk-xk-1)(xk-xk-2)…(xk-x1)Dk-1 (k=n,n-1,…,3),

  D2=
1 1
x1 x2

=x2-x1,

  Dn=(xn-xn-1)(xn-xn-2)…(xn-x2)(xn-x1)×
          (xn-1-xn-2)…(xn-1-x2)(xn-1-x1)×
                …
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                (x3-x2)(x3-x1)×
                     (x2-x1).

【例1 3 6】 (1)

1 1 1 1
1 2 3 4
1 22 32 42

1 23 33 43

=(2-1)(3-1)(4-1)(3-2)(4-2)(4-3)=12.

(2)

1 2 3 … n
1 22 32 … n2

1 23 33 … n3

︙ ︙ ︙ ︙

1 2n 3n … nn

=1×2×3×…×n

1 1 1 … 1
1 2 3 … n
1 22 32 … n2

︙ ︙ ︙ ︙

1 2n-1 3n-1 … nn-1

=n! (n-1)! …2! 1!.
对于元素排列有某些明显规律的行列式,可根据其特点采用一些计算技巧,常用的如建

立递推公式和用数学归纳法等.
【例1 3 7】 计算2n 阶行列式

D2n=

a 0 0 … 0 0 b
0 a 0 … 0 b 0
0 0 a … b 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 b … a 0 0
0 b 0 … 0 a 0
b 0 0 … 0 0 a

.

解 将D2n按第一行展开,得

D2n=a

a 0 … 0 b 0
0 a … b 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 b … a 0 0
b 0 … 0 a 0
0 0 … 0 0 a

+b(-1)2n+1

0 a 0 … 0 b
0 0 a … b 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 b … a 0
0 b 0 … 0 a
b 0 0 … 0 0

.

以上两个2n-1阶行列式再按第2n-1行展开,得

D2n=a2(-1)2(2n-1)·D2n-2+b(-1)4n+1·b·D2n-2=(a2-b2)D2n-2.

如此下去可得

D2n=(a2-b2)D2n-2=(a2-b2)2D2n-4

=…

=(a2-b2)n-1D2
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=(a2-b2)n-1
a b
b a

=(a2-b2)n.

【例1 3 8】 证明Dn=

a b b … b b
c a b … b b
c c a … b b
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

c c c … a b
c c c … c a

=
c(a-b)n-b(a-c)n

c-b .

证明

Dn=

a b b … b b
c a b … b b
c c a … b b
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

c c c … a b
c+0 c+0 c+0 … c+0 c+(a-c)

=

a b b … b b
c a b … b b
c c a … b b
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

c c c … a b
c c c … c c

+

a b b … b b
c a b … b b
c c a … b b
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

c c c … a b
0 0 0 … 0 a-c

=c

a-b 0 0 … 0 0
c-b a-b 0 … 0 0
c-b c-b a-b … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

c-b c-b c-b … a-b 0
1 1 1 … 1 1

+(a-c)Dn-1

=c(a-b)n-1+(a-c)Dn-1.

当n=1时,D1=a=
c(a-b)-b(a-c)

c-b
成立;

当n=2时,D2=
a b
c a

=a2-bc=
c(a-b)2-b(a-c)2

c-b
成立;

假设n=k-1时,结论成立,即 Dk-1=
c(a-b)k-1-b(a-c)k-1

c-b
,

那么

Dk=c(a-b)k-1+(a-c)Dk-1     
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=c(a-b)k-1+(a-c)
c(a-b)k-1-b(a-c)k-1

c-b

=
c(a-b)k-b(a-c)k

c-b .

因此,对一切自然数n,结论成立.
在行列式的计算时,我们可以通过降低行列式的阶数进而化简行列式的计算.有些情况

下适当增加行列式的阶数也能化简行列式的计算.

【例1 3 9】 计算Dn=

m-a a a … a
a m-a a … a
a a m-a … a
︙ ︙ ︙ ︙

a a a … m-a

.

解 通过加边

Dn=

1 a a … a
0 m-a a … a
0 a m-a … a
︙ ︙ ︙ a
0 a a … m-a

.

第一行的(-1)倍加到其余各行得

Dn=

1 a a … a
-1 m-2a 0 … 0
-1 0 m-2a … 0
︙ ︙ ︙ 0
-1 0 0 … m-2a

.

第i(i=2,3,…,n)行× (- a
m-2a) 加到第1行得

Dn=

1+
na

m-2a 0 0 … 0

-1 m-2a 0 … 0
-1 0 m-2a … 0
︙ ︙ ︙ 0
-1 0 0 … m-2a

=[m+(n-2)a](m-2a)n-1.

  二、行列式的乘法

下面的定理给出了行列式的乘法公式
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定理1.3.2 设An=
a11 … a1n

︙ ︙

an1 … ann

,Bn=
b11 … b1n
︙ ︙

bn1 … bnn

,

则AnBn=Cn=
c11 … c1n
︙ ︙

cn1 … cnn

,其中cij=∑
n

k=1
aikbkj,i,j=1,…,n.

利用行列式的乘法,有时也能化简行列式的计算.

【例1 3 10】 计算行列式Dn=

a1+b1 a1+b2 … a1+bn

a2+b1 a2+b2 … a2+bn

︙ ︙ ︙

an+b1 an+b2 … an+bn

.

解 根据行列式的乘法规则可知

Dn=

a1 1 0 … 0
a2 1 0 … 0
︙ ︙ ︙ 0
an 1 0 … 0

1 1 … 1
b1 b2 … bn

0 0 … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … 0

=0.

习题1 3

1.计算下列行列式:

(1)

4 1 2 4
1 2 0 2
10 5 2 0
0 1 1 7

;          (2)

2 1 4 1
3 -1 2 1
1 2 3 2
5 0 6 2

;

(3)

5 0 4 2 0
1 9 6 3 4
0 1 2 9 0
0 -1 6 8 0
0 4 8 7 0

; (4)

5 6 0 0 0
1 5 6 0 0
0 1 5 6 0
0 0 1 5 6
0 0 0 1 5

;

(5)

a2 (a+1)2 (a+2)2 (a+3)2

b2 (b+1)2 (b+2)2 (b+3)2

c2 (c+1)2 (c+2)2 (c+3)2

d2 (d+1)2 (d+2)2 (d+3)2

; (6)

a 1 0 0
-1 b 1 0
0 -1 c 1
0 0 -1 d

.
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  2.计算下列n 阶行列式:

(1)

1 1 … 1
a (a+1) … (a+n)
︙ ︙ ︙

an (a+1)n … (a+n)n

; (2)

0 … 0 -1
0 … -2 0
︙ ⋰ ︙ ︙

-n … 0 0

;

(3)

a1+λ1 a2 … an

a1 a2+λ2 … an

︙ ︙ ⋱ ︙

a1 a2 … an+λn

; (4)

a b 0 … 0
0 a b … 0
︙ ︙ ⋱ ⋱ ︙

0 0 0 … b
b 0 0 … a

;

(5)

1 2 … … 2
2 2 ⋱ 2
︙ ⋱ 3 ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ 2
2 … … 2 n

; (6)

1 2 … n-2 n-1 n
2 3 … n-1 n 1
3 4 … n 1 2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

n 1 … n-3 n-2 n-1

.

3.证明下列等式:

(1)

a1 -1 0 … 0
a2 x -1 … 0
︙ ︙ ⋱ ⋱ ︙

an-1 0 0 ⋱ -1
an 0 0 … x

=∑
n

k=1
akxn-k;

(2)

cosθ 1 0 … 0
1 2cosθ 1 … 0
︙ ︙ ⋱ ⋱ ︙

0 0 1 ⋱ 1
0 0 0 1 2cosθ

=cosnθ;

(3)

x -1 … 0 0
0 x ⋱ 0 0
︙ ︙ ⋱ -1 ︙

0 0 … x -1
an an-1 … a2 x+a1

=xn+a1xn-1+…+an-1x+an.

4.求下列行列式的平方:

(1)

1 -1 1 -1
2 2 1 1
2 0 -3 -1
1 -7 -1 9

; (2)

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

.
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第四节 克拉默法则

含有n 个未知量、n 个方程的线性方程组为

                 
 
 
 
 
                 

 
 
 
 
 
 a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2,

      ……

an1x1+an2x2+…+annxn=bn.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(1 4 1)

未知量的所有系数构成的行列式

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

称为方程组(1 4 1)的系数行列式.
Dj(j=1,2,…,n)是系数行列式D 中第j列元素用方程组右端的自由项代替后所得到

的n 阶行列式,即

Dj=

a11 … a1,j-1 b1 a1,j+1 … a1n

a21 … a2,j-1 b2 a2,j+1 … a2n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

an1 … an,j-1 bn an,j+1 … ann

.

与二、三元线性方程组类似,它的解可以用n 阶行列式表示,即有克莱姆法则.
用D 的代数余子式Ai1(i=1,2,…,n)依此乘方程组(1 4 1)的各个方程,再把所有方

程相加,得到

∑
n

i=1
Ai1(ai1x1+ai2x2+…+ainxn)=∑

n

i=1
biAi1.

将左端的乘积展开,再合并含同一未知量的项,对照公式发现,除x1 的系数是D 外,其余未

知量的系数都是零;右端的和式正是以下行列式按第1列展开的展开式

D1=

b1 a12 … a1n

b2 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

bn an2 … ann

.

于是得到Dx1=D1.如果D≠0,立即可算出x1 的值,
一般地,用代数余子式Aij(i=1,2,…,n)乘方程组的各个方程后再相加,能够保留xj
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而消去其他所有未知量.综合以上推导,可形成解线性方程组的克莱姆法则:
定理1.4.1 线性方程组当其系数行列式D≠0时,有且仅有唯一解

xj=
Dj

D
(j=1,2,…,n), (1 4 2)

其中Dj(j=1,2,…,n)是以方程组的常数项b1,b2,…,bn 替换D 的第j列元素后形成的行

列式.

【例1 4 1】 求解线性方程组

x1- x2+x3-2x4=2,

2x1- x3+4x4=4,

3x1+2x2+x3 =-1,

-x1+2x2-x3+2x4=-4.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

解 用降阶法计算行列式:

D=

1 -1 1 -2
2 0 -1 4
3 2 1 0
-1 2 -1 2

=

1 -1 1 -2
3 -1 0 2
2 3 0 2
0 1 0 0

=
3 -1 2
2 3 2
0 1 0

=-2≠0,

D1=

2 -1 1 -2
4 0 -1 4
-1 2 1 0
-4 2 -1 2

=

2 -1 1 -2
6 -1 0 2
-3 3 0 2
-2 1 0 0

=
6 -1 2
-3 3 2
-2 1 0

=-2,

D2=

1 2 1 -2
2 4 -1 4
3 -1 1 0
-1 -4 -1 2

=

1 2 1 -2
3 6 0 2
2 -3 0 2
0 -2 0 0

=
3 6 2
2 -3 2
0 -2 0

=4.

类似地可算得

D3=

1 -1 2 -2
2 0 4 4
3 2 -1 0
-1 2 -4 2

=0,

D4=

1 -1 1 2
2 0 -1 4
3 2 1 -1
-1 2 -1 -4

=-1.

所以

x1=
D1

D =1
,x2=

D2

D =-2
,x3=

D3

D =0
,x4=

D4

D =
1
2.

【例1 4 2】 设曲线y=a0+a1x+a2x2+a3x3 通过四点(1,3)、(2,4)、(3,3)、
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(4,-3),求系数a0,a1,a2,a3.
解 把四个点的坐标代入曲线方程,得线性方程组

a0+ a1+ a2+ a3=3,

a0+2a1+ 4a2+ 8a3=4,

a0+3a1+ 9a2+27a3=3,

a0+4a1+16a2+64a3=-3.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

其系数行列式D=

1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64

是范德蒙行列式,可得D=1·2·3·1·2·1=12.

而

D1=

3 1 1 1
4 2 4 8
3 3 9 27
-3 4 16 64

=36,

D2=

1 3 1 1
1 4 4 8
1 3 9 27
1 -3 16 64

=-18,

D3=

1 1 3 1
1 2 4 8
1 3 3 27
1 4 -3 64

=24,

D4=

1 1 1 3
1 2 4 4
1 3 9 3
1 4 16 -3

=-6.

故由克拉默法则的唯一解

a0=3,a1=-
3
2
,a2=2,a3=-

1
2
,

即曲线方程为

y=3-
3
2x+2x

2-
1
2x

3.

如果线性方程组(1 4 1)的常数项全为零,即
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a11x1+a12x2+…+a1nxn=0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=0,

      ……

an1x1+an2x2+…+annxn=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1 4 3)

则称之为齐次线性方程组,而方程组(1 4 1)当常数项不全为零时,称为非齐次线性方程组.
显然,方程组(1 4 3)一定有零解xj=0(j=1,2,…,n).如果系数行列式D≠0,则根

据克莱姆法则,它只有唯一的零解,没有非零解.以后还可以证明:如果 D=0,则方程组

(1 4 3)一定有非零解(未知量的取值不全为零).我们提前归纳为以下定理:
定理1.4.2 齐次线性方程组(1 4 3)有非零解的充分必要条件是它的系数行列式等

于零.

【例1 4 3】 λ为何值时,方程组

x1+λx2+ x3=0,

x1-x2+ x3=0,

λx1+x2+2x3= 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

有非零解.

解 当方程组的系数行列式D=0时,有非零解.

D=
1 λ 1
1 -1 1
λ 1 2

=
1  λ 1
0 -1-λ 0
λ  1 2

=-(1+λ)(2-λ),

则λ=-1或2时有非零解.
用克莱姆法则解线性方程组要计算(n+1)个n 阶行列式,计算量很大而且包含了大量

的重复计算.我们将在第三章介绍更好的方法.

习题1 4

1.用克莱姆法求解线性方程组:

(1)
x1- x2+3x3=1,

3x1-3x2+3x3=1,

3x1- x2+3x3=1;

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

       (2)
2x1+ x2+ x3=1,

x1+2x2+ x3=2,

x1+ x2+2x3=3;

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3)

2x1+ x2+…+ xn=1,

x1+3x2+…+ xn=1,

          ……

x1+ x2+…+(n+1)xn=1;

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(4)

x1+a1x2+a2
1x3…+an-1

1 xn=1,

x1+a2x2+a2
2x3…+an-1

2 xn=1,
……

x1+anx2+a2
nx3…+an-1

n xn=1.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

2.当λ为何值时方程组

λx+y+z=1,

x+λy+z=λ,

x+y+λz=λ2

ì

î

í

ï
ï

ïï

有唯一解? 并求其解.

3.已知齐次线性方程组

(3-λ)x1+ x2+ x3=0,
(2-λ)x2- x3=0,

4x1- 2x2+(1-λ)x3=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

有非零解,求λ的值.
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学习资源

第二章 矩  阵

在数学中,矩阵最早来自方程组中未知量的系数及常数所构成的方阵.这一概念由19
世纪英国数学家凯利首先提出,后经过不断完善和发展,矩阵已经成为高等代数学中的常见

工具,广泛应用于统计分析等应用数学学科中.矩阵的运算是数值分析领域的重要问题,在
电路学、力学、光学和量子学等物理领域中均有应用.在计算机科学中,数字图像处理、计算

机图形学、计算几何学、人工智能、网络通信等也需要用到矩阵.矩阵作为一种有效的数学工

具,在工程技术的各个领域都发挥着重要作用,是一个极其重要的、应用广泛的概念,是线性

代数的一个主要研究对象.

第一节 矩阵的概念与运算

  一、矩阵的概念

设某种产品由3个产地运往4个销地,两次调运方案分别见表2 1 1和表2 1 2.

表2 1 1

产地
销地     

S1 S2 S3 S4

B1 4 3 1 2

B2 3 2 1 1

B3 4 5 2 4

表2 1 2

销地
产地     

S1 S2 S3 S4

B1 2 3 2 2

B2 1 3 2 3

B3 2 1 3 2

  为了便于研究,常采用数表A,B 来表示两次调运量,则有
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A=
4 3 1 2
3 2 1 1
4 5 2 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,     B=
2 3 2 2
1 3 2 3
2 1 3 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

这类数表便是数学上的矩阵.
定义2.1.1 设m 和n 都是正整数,由m×n 个复数排成的m 行n 列的数表:

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为m 行n 列矩阵(matrix),简称m×n 矩阵,通常我们用大写黑体字母A,B,C,…表示矩

阵.为了标明矩阵的行数m 和列数n,可用Am×n或A=(aij)m×n表示.其中aij(i=1,2,…,m;

j=1,2,…,n)称为矩阵A 的第i行第j列的元素.也就是说第一个下标代表行,第二个下标

代表列.

【例】 (1)
1 0 3 5
-2 6 2 3

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 是一个2×4矩阵;

(2)若A=
13 6 2i
1 1 1
2 2 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,则a13=2i.

几种特殊类型的矩阵

(1)n 阶方阵:在矩阵A=(aij)m×n中,当m=n 时A 称为n 阶方阵,n 称为矩阵A 的

阶数.
(2)行矩阵:只有一行元素的矩阵A1×n=(a11,a12,…,a1n)称为行矩阵(也称n 维行向

量).

(3)列矩阵:只有一列元素的矩阵Am×1=

a11

a21

︙

am1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为列矩阵(也称m 维列向量).

(4)实矩阵:元素aij都是实数的矩阵,记作A∈Rm×n.
(5)复矩阵:元素aij都是复数的矩阵,记作A∈Cm×n.
(6)零矩阵:所有元素均为0的矩阵,称为零矩阵,记作O.
(7)对角矩阵:主对角线(指方阵中从a11连到ann的对角线)以外之元素全为零的n 阶

方阵称为对角矩阵,记作A=diag(a11,a22,…,ann),其中a11=a22=…=ann=k(常数)的对

角矩阵称为数量矩阵,记作K,即

K=

k 0
k

⋱
0 k

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.
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k=1的数量矩阵称为n 阶单位矩阵,记作En,即

En=

1 0
1
⋱

0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

(8)三角形矩阵:对角线的左下方之元素全为零的n 阶矩阵称为上三角阵,

A=

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

0 0 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

主对角线的右上方之元素全为零的n 阶矩阵称为下三角阵,

A=

a11 0 … 0
a21 a22 … 0
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

  二、矩阵运算

  1.矩阵相等

定义2.1.2 设A=(aij)m×n,B=(bij)m×n为m×n 矩阵且对应元素相等,即

aij=bij(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n),

则称矩阵A 与B 相等,记作A=B.

  2.矩阵加法

定义2.1.3 设

A=(aij)m×n=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

am1 an2 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

B=(bij)m×n=

b11 b12 … b1n
b21 b22 … b2n
︙ ︙ ︙

bm1 bm2 … bmn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

是两个m×n 矩阵,则矩阵
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C=(cij)m×n= aij+bij[ ]m×n=

a11+b11 a12+b12 … a1n+b1n
a21+b21 b22+b22 … a2n+b2n
︙ ︙ ︙

am1+bm1 am2+bm2 … amn+bmn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

称为矩阵A 与B 的和,记为

C=A+B.

例如,设A=
-1 1 3
2 3 -2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

4 3 2
5 -3 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,则

A+B=
-1+4 1+3 3+2
2+5 3+(-3) -2+0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

3 4 5
7 0 -2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

矩阵的加法就是矩阵对应的元素相加.当然,相加的矩阵必须要有相同的行数和列数.由
于矩阵的加法归结为它们的元素的加法,也就是数的加法,所以不难验证矩阵加法具有下列

运算规律.
若A,B,C,O 为m×n 矩阵,则有

(1)A+(B+C)=(A+B)+C(结合律);
(2)A+B=B+A(交换律);
(3)A+O=A.

  3.数与矩阵的乘法

定义2.1.4 一个数与矩阵相乘等于用这个数去乘矩阵的每一个元素,即

λA=Aλ=

λa11 λa12 … λa1n

λa21 λa22 … λa2n

︙ ︙ ︙

λam1 λam1 … λamn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

例如,设A=
2 4
3 0
5 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,则

2A=
2×2 2×4
2×3 2×0
2×5 2×1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
4 8
6 0
10 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

根据数与矩阵乘法的定义,不难验证数与矩阵的乘法满足下列运算律.
设A,B 为m×n 矩阵,λ,μ 为常数,则
(1)(λμ)A=λ(μA);
(2)(λ+μ)A=λA+μA;
(3)λ(A+B)=λA+λB;
(4)1A=A.
当λ=-1时,矩阵
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-a11 -a12 … -a1n

-a21 -a22 … -a2n

︙ ︙ ︙

-am1 -am2 … -amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为矩阵A 的负矩阵,记为-A,显然有

A+(-A)=O.

由此矩阵的减法可定义为

A-B=A+(-B).

【例2 1 1】 设

A=
3 0 2
1 3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

-1 2 1
0 2 3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

求2A-B.
解 

2A-B=2
3 0 2
1 3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú-

-1 2 1
0 2 3

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=
6 0 4
2 6 8
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú-

-1 2 1
0 2 3

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=
7 -2 3
2 4 5
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

【例2 1 2】 设A=
3 -1 2 0
1 5 7 9
2 4 6 8

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
7 5 -2 4
5 1 9 7
4 2 -2 6

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,已知A+2X=B,求X.

解 在等式中移项得2X=B-A,再除以2得X=
1
2
(B-A),所以

X=
2 3 -2 2
2 -2 1 -1
1 -1 -4 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

  4.矩阵乘法

定义2.1.5 设

A=(aij)m×n,B=(bij)n×p,

那么矩阵

C=(cij)m×p,

其中
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cij =ai1b1j +ai2b2j +…+ainbnj =∑
n

k=1
aikbkj,

称为矩阵A 与B 的乘积,记为

Cm×p=Am×nBn×p.
由矩阵乘法的定义可以看出,矩阵A 与B 的乘积C 的第i行第j列的元素等于第一个

矩阵A 的第i行的元素与第二个矩阵B 的第j列的对应元素的乘积的和.因此,在矩阵乘积

的定义中,我们要求第二个矩阵的行数与第一个矩阵的列数相等.这一事实可简记为

(m×n)(n×p)=m×p.

【例2 1 3】 设某企业生产三种产品A,B,C 的成本用表2 1 3表示,三个季度的

产量用表2 1 4表示.

表2 1 3

     产品(件)
成本(元)     

A B C

原料 20 25 30

工资 4 6 8

其他 3 2 1

  表2 1 4

     季度
产品     

春季 夏季 秋季 冬季为

A 100 150 130 160

B 120 110 130 100

C 100 120 140 100

  采用矩阵可表示为P=
20 25 30
4 6 8
3 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,Q=
100 150 130 160
120 110 130 100
100 120 140 100

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

则矩阵PQ=
8000 9350 10050 8700
1920 2220 2420 2040
640 790 790 780

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

各列分别表示各季节三种产品的原料总费用、工

资总费用以及其他总的费用.

【例2 1 4】 设A=
1 0 -1 2
-1 1 3 0
0 5 -1 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=

0 3 4
1 2 1
3 1 -1
-1 2 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,求AB 和BA.
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  解

AB=
1 0 -1 2
-1 1 3 0
0 5 -1 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

0 3 4
1 2 1
3 1 -1
-1 2 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=
-5 6 7
10 2 -6
-2 17 10

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

BA=

0 3 4
1 2 1
3 1 -1
-1 2 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

1 0 -1 2
-1 1 3 0
0 5 -1 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=

-3 23 5 16
-1 7 4 6
2 -4 1 2
-3 7 6 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

矩阵的乘法满足下列运算规律(假设运算都是可行的):
(1)乘法结合律:(AB)C=A(BC);
(2)左、右分配律:(A+B)C=AC+BC,C(A+B)=CA+CB;
(3)数乘结合律:k(AB)=(kA)B=A(kB).
这些运算律的证明,都可以利用乘法公式以及通过和式的乘积展开与重组来完成,此处

从略.

【例2 1 5】 设A=
-2 4
1 -2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

2 4
-3 -6

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,C=

8 8
0 -4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,求AB,BA,AC.

解 利用乘积的构成规则容易得到

AB=
-2 4
1 -2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 4
-3 -6

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

-16 -32
8 16

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

BA=
2 4
-3 -6

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
-2 4
1 -2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

0 0
0 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

AC=
-2 4
1 -2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
8 8
0 -4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

-16 -32
8 16

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

从例2 1 5可以看到矩阵乘法具有以下重要特点.
(1)矩阵乘法不满足交换律,即一般情况下AB≠BA.
(2)矩阵乘法不满足消去律,即从A≠O 和AB=AC 不能推得B=C.
特别地,当BA=O 时,不能断定A=O 或者B=O.
(3)对于单位矩阵E 有Am×nEn=Am×n,EmAm×n=Am×n.
定义2.1.6 对于线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2,

      ……

am1x1+am2x2+…+amnxn=bm.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2 1 1)

若记
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A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,x=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,b=

b1
b2
︙

bm

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

则方程组可表示为

Ax=b. (2 1 2)

(2 1 2)式称为线性方程组(2 1 1)的矩阵形式,是以后表示线性方程组的主要形

式.其中A 称为线性方程组的系数矩阵,x 称为变量列,b称为常数列.

【例2 1 6】 设

y1=b11x1+…+b1nxn,

y2=b21x1+…+b2nxn,

     ………

yn=bn1x1+…+bnnxn,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

z1=a11y1+…+a1nyn,

z2=a21y1+…+a2nyn,

     ………

zn=an1y1+…+annyn.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

试用矩阵来表示z1,z2,…,zn 与x1,x2,…,xn 的关系.
解 设

X=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,Y=

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,Z=

z1
z2
︙

zn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,B=

b11 b12 … b1n
b21 b22 … b2n
︙ ︙ ︙

bm1 bm2 … bmn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

由矩阵乘法定义得:Z=AY,Y=BX.
代入消去Y 得:Z=ABX.
定义2.1.7 设A 是n 阶方阵,k是正整数.k个A 的连乘积

Ak=AA…A
︸
k个A相乘

,

称为矩阵A 的k 次方幂.特别地,A0=E.
由于矩阵的乘法适合结合律,所以方阵的幂满足下列运算律:
设k,l为自然数,则
(1)Ak·Al=Ak+l;
(2)(Ak)l=Akl.
因为矩阵乘法一般不满足交换律,所以对两个n 阶方阵A 与B,在一般情况下(AB)k≠

AkBk.
定义2.1.8 设f(x)=a0xm+a1xm-1+…+am-1x+am 是x 的一个多项式,A 为任意

方阵,称f(A)=a0Am+a1Am-1+…+am-1A+amE 为矩阵A 的多项式.
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【例2 1 7】 设A=
-3 2 -1
0 3 0
1 4 -2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求P(A)=2A2-3A+E.

解

P(A)=2
-3 2 -1
0 3 0
1 4 -2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-3 2 -1
0 3 0
1 4 -2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
-3A+E

=2
8 -4 5
0 9 0
-5 6 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
-3

-3 2 -1
0 3 0
1 4 -2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
+
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=

26 -14 13
0 10 0

-13 0 13

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

【例2 1 8】 设A 是n 阶方阵,E 是n 阶单位阵.
(1)展开矩阵多项式(A+E)3;
(2)验证分解式Am-E=(A-E)(Am-1+Am-2+…+A+E).
解 (1)(A+E)3=(A+E)2(A+E)=(A2+2A+E)(A+E)

=A3+2A2+A+A2+2A+E
=A3+3A2+3A+E;

(2) (A-E)(Am-1+Am-2+…+A+E)

=(Am+Am-1+…+A2+A)-(Am-1+Am-2+…+A+E)

=Am-E.

  三、矩阵的转置

定义2.1.9 设矩阵A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,将其矩阵的行列互换得到的矩阵称为

矩阵A 的转置矩阵,记为AT 或A',即

AT=

a11 a21 … am1

a12 a22 … am2

︙ ︙ ︙

a1n a2n … amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

显然,m×n 矩阵的转置是n×m 矩阵.
矩阵的转置适合以下的运算规律:
(1)(AT)T=A;
(2)(A+B)T=AT+BT;
(3)(kA)T=kAT(k是常数);
(4)(AB)T=BTAT.
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【例2 1 9】 设A=
2 1 -1
1 0 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,计算AAT 和ATA.

解

AAT=
2 1 -1
1 0 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 1
1 0
-1 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
6 0
0 5
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

ATA=
2 1
1 0
-1 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

2 1 -1
1 0 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

5 2 0
2 1 -1
0 -1 5

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

【例2 1 10】 设BT=B,证明(ABAT)T=ABAT.
证明 因为BT=B,所以

(ABAT)T=[(AB)AT]T=(AT)T(AB)T=ABTAT=ABAT.
定义2.1.10 当方阵A 中的元素之间有关系为aij=aji,i,j=1,2,…,n,即AT=A 时,

称矩阵A 为对称矩阵.

例如

2 1 2
1 3 -1
2 -1 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

是对称矩阵.

当方阵A 中的元素满足aij=-aji(i,j=1,2,…,n),即AT=-A 时,称矩阵A 为反对

称矩阵.

例如

0 2 -1
-2 0 -3
1 3 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

为反对称矩阵.

定义2.1.11 设A 为n 阶方阵,以A 的元素按原有的次序构成的行列式成为矩阵A 的

行列式,记作|A|.
定理2.1.1 设A,B 是两个n 阶方阵,则

|AB|=|A||B|,

即两个方阵的成绩的行列式等于这两个方阵的行列式的乘积.
证明从略.
由此可见,对于n 阶方阵A,B 来说,在一般情况下AB≠BA,但|AB|=|BA|总成立.
【例2 1 11】 已知

A=
1 2
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

2 3
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

求|AB|,|BA|.

解 AB=
1 2
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
2 3
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

8 11
18 25
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

BA=
2 3
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
1 2
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

11 16
15 22
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,
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所以

AB =
8 11
18 25

=2.

或

|AB|=|A||B|=
1 2
3 4

2 3
3 4

=(-2)·(-1)=2,

|BA|=
11 16
15 22

=2.

习题2 1

1.设A=
1 0 -1 2
-1 1 3 0
0 5 -1 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=

0 3 4
1 2 1
3 1 -1
-1 2 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,求AB.

2.设A=
1 2 1 2
2 1 2 1
1 2 3 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
4 3 2 1
-2 1 -2 1
0 -1 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求3A-B,2A+3B.

3.设A=
2 0
0 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

1 -1
-1 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,求AB,BA.

4.设A=
1 1 1
1 1 -1
1 -1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
1 2 3
-1 -2 -4
0 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求A2+B2,ATBT,A-2AB.

5.设A=
2 0 -1
1 3 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

1 7 -1
4 2 3
2 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求(AB)T.

6.设A=
2 4 1
3 0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

1 1 0
2 1 -1
3 1 5

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,C=
1 2
3 1
-1 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求A(BC)并验证A(BC)=

AB( )C.
7.设A 为n 阶矩阵,k为常数,证明|kA|=kn|A|.

8.设f(x)=x2-5x+3,A=
2 -1
-3 3

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,求f(A).

9.设A,B 为n 阶矩阵,证明等式 A2-B2=(A+B)(A-B)成立的充要条件为

AB=BA.
10.设A,B 为两n 阶对称矩阵,证明等式AB 是对称矩阵的充要条件为AB=BA.
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第二节 矩阵的逆

在线性代数中,逆矩阵的提出使得矩阵的除法运算在一定程度上得以实现.就像在实数

运算中,除法是乘法的逆运算,矩阵的逆矩阵也为矩阵的除法提供了类似的概念和工具,从
而简化了复杂的矩阵运算和表达式.同时许多实际问题可以归结为求解线性方程组,通过矩

阵的逆,可以简洁高效地求出线性方程组的解.在工程和科学领域,如控制系统、通信系统

等,逆矩阵用于分析系统的稳定性、可控性和可观测性等重要特性.
逆矩阵的引入极大地丰富和便利了线性代数的理论和应用,为解决各种与矩阵相关的

问题提供了有力的工具.

  一、可逆矩阵的概念

在代数运算中,当数a≠0时,有aa-1=a-1a=1,其中a-1=
1
a

称为a 的倒数,在矩阵

的运算中,单位阵E 相当于代数乘法运算中的1,那么对于矩阵A 如果存在一个矩阵A-1,

使得AA-1=A-1A=E,则矩阵A-1称为A 的可逆矩阵.
定义2.2.1 设A 是n 阶方阵,若有n 阶方阵B,使得

AB=BA=En, (2 2 1)

则称A 是可逆的,且称B 为A 的逆矩阵,记为A-1.

例如:设A=
3 2 0
2 1 2
2 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
-1 -2 4
2 3 -6
0 1 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,因为AB=BA=E,所以B 是A 的逆

阵,即

A-1=B=
-1 -2 4
2 3 -6
0 1 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

首先我们指出,由于矩阵的乘法规则,只有方阵才能满足(2 2 1).其次,对于任意的矩

阵A,适合等式(1)的矩阵B 是唯一的(如果有的话),即若A 是可逆矩阵,则A 的逆矩阵是

唯一的.这是因为若B,C 都是A 的逆矩阵,则有B=BE=B(AC)=(BA)C=EC=C,所以

逆矩阵具有唯一性.

  二、可逆矩阵的逆矩阵的求法

下面我们要解决两个问题.
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  (1)满足什么条件的矩阵是可逆的?
(2)如果A 可逆,如何求A-1?
定义2.2.2 设Aij是矩阵

A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

中元素aij的代数余子式,则称矩阵

A*=

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

︙ ︙ ︙

A1n A2n … Ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

为矩阵A 的伴随矩阵.
定理2.2.1 矩阵A 可逆的充要条件是|A|≠0,并且当A 可逆时

A-1=
1
|A|A

*.

证明 因为AA*=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

︙ ︙ ︙

A1n A2n … Ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

=

|A|
|A|

|A|
|A|

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=|A|E.

所以A 可逆的充要条件是A≠0,且A-1=
1
|A|A

*.

根据定理2.2.1容易看出,矩阵A 是可逆方阵的充分必要条件是|A|≠0.
当|A|=0时,A 称为奇异矩阵或降秩矩阵;否则当A≠0时,A 称为非奇异矩阵或满秩

矩阵.
定理2.2.1不但给出了矩阵可逆的充要条件,同时也给出了求逆矩阵的方法.但是按这

个公式求逆矩阵计算量一般是非常大的,在下一节我们将给出另一种更加便捷的求解方法.

【例2 2 1】 求方阵A=
1 2 3
2 2 2
3 4 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

的逆矩阵.
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解 因为|A|=
1 2 3
2 2 2
3 4 3

=4≠0,所以A-1存在.

又A11=
2 2
4 3

=-2,A12=-
2 2
3 3

=0,同理可得

A13=2,A21=6,A22=-6,A23=2,A31=-2,A32=4,A33=-2,故

A*=
2 6 -2
0 -6 4
2 2 -2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

所以

A-1=
1
|A|A

*=
1
4

-2 6 -2
0 -6 4
2 2 -2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
-1/2 3/2 -1/2
0 -3/2 1 
1/2 1/2 -1/2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

【例2 2 2】 x,y,z满足什么条件时下列矩阵A,B 可逆?

A=
1 2 3
2 1 x
1 3 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
1 2 3
2 1 y
4 2 z

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

解 (1)|A|=
1 2 3
2 1 x
1 3 3

=
1 2 3
0 -3 x-6
0 1 0

=-
1 0 3
0 0 x-6
0 1 0

=x-6.

当x≠6时,|A|≠0,A 可逆.

(2)|B|=
1 2 3
2 1 y
4 2 z

=
1 2 3
0 -3 y-6
0 0 z-2y

=-3(z-2y),故当z≠2y 时,B 可逆.

  三、逆矩阵的性质

(1)若A 可逆,则A-1也可逆,且(A-1)-1=A.
根据定义2.2.1只需做一个乘法:因为AA-1=E,故得证.
(2)若A 可逆,则AT 也可逆,且(AT)-1=(A-1)T.
证明 因为AT (A-1)T=(A-1A)T=ET=E,故得证.
(3)若A,B 是同阶方阵且都可逆,则(AB)-1=B-1A-1.
证明 因为(AB)(B-1A-1)=A(BB-1)A-1=AEA-1=AA-1=E,故得证.

(4)若A 可逆,数λ≠0,则λA 可逆,且(λA)-1=
1
λA-1.

根据定理2.2.1结论显然.

(5)若A 可逆,则 A-1 =
1
|A|.
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证明 因为AA-1=E,所以|A|A-1 =1,所以 A-1 =
1
|A|.

借助逆矩阵我们还可以更加快捷地解决一些矩阵方程问题,例如:

【例2 2 3】 解矩阵方程 (1)
1 -3
-1 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úX=

-3 2
1 -4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
;

(2)
1 -1 1
1 1 0
2 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
X
1 -1 1
1 1 0
3 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
4 2 3
0 -1 5
2 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

解 (1)给方程两端左乘矩阵
1 -3
-1 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1

,

得 
1 -3
-1 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1 1 -3
-1 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úX=

1 -3
-1 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1 -3 2
1 -4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

⇒X=
1 -3
-1 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1 3 2
1 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

4 3
1 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
-3 2
1 -4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

-9 -4
-2 -2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

(2)给方程两端左乘矩阵

1 -1 1
1 1 0
2 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-1

,右乘矩阵

1 -1 1
1 1 0
3 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-1

,

得X=
1 -1 1
1 1 0
2 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-1 4 2 3
0 -1 5
2 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

1 -1 1
1 1 0
3 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-1

=
-9 -52 21
5 29 -12
11 60 -21

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

【例2 2 4】 若三阶矩阵A 的伴随矩阵为A*,已知|A|=
1
2
,求行列式|(2A)-1-2A*|

的值.

解 因为|A|=
1
2≠0

,所以A 可逆,A*=|A|A-1=
1
2A

-1,

所以 |(2A)-1-2A*|= 1
2A

-1-2·
1
2A

-1 = -
1
2A

-1

= (-12 )
3

|A-1|=-
1
8
· 1
|A|=-

1
4.

【例2 2 5】 设方阵满足方程A2-2A-10E=0,证明:A 和A-4E 都可逆,并求出

它们的逆矩阵.

证明 因为A(A-2E)=10E,所以A
A-2E
10 =E,

所以A 可逆,且A-1=
1
10
(A-2E).

又因为(A-4E)(A+2E)=2E,

所以(A-4E)
A+2E
2 =E,所以A 可逆,且A-1=

1
2
(A+2E).
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定义2.2.3 设X=

x1

x2

︙
xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,Y=

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

为两个n 维向量,则称

y1=a11x1+a12x2+…+a1nxn,

y2=a21x1+a22x2+…+a2nxn,

   ……

yn=an1x1+an2x2+…+annxn

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2 2 1)

为X 到Y 的一个线性变换,其中n 阶方阵A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

称为它的系数矩阵.

该线性变换可简记为 Y=AX.
此时若|A|≠0,则由上式可解出

x1=b11y1+b12y2+…+b1nyn,

x2=b21y1+b22y2+…+b2nyn,

     ……
xn=bn1y1+bn2y2+…+bnnyn,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2 2 2)

其中bij=
1
|A|Aji,并且这个表示式是唯一的.此时线性变换(2 2 2)称为线性变换

(2 2 1)式的逆变换.若把(2 2 2)式的系数矩阵记为B,则B=A-1,此时(2 2 2)式也可写

成X=BY=A-1Y.

【例2 2 6】 利用逆矩阵解方程组

x1+2x2+3x3=1,

2x1+2x2+x3=2,

3x1+4x2+3x3=3.

ì

î

í

ï
ï

ïï

解 方程组可写为AX=b,故x=A-1b=
1 3 -2
-3/2 -3 5/2
1 1 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
1
0
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

习题2 2

1.填空题

(1)设A=
1 0 1
0 2 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,则(A+3E)-1(A2-9E)=    .

(2)设A=

1 0 0

0
1
2

3
2

0 1
5
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

,则(A*)-1=    ,[(A*)T]-1=    .
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(3)设 A 为3阶 矩 阵,且|A|=2,则 2A-1 =    ,A* =    ,

3A-1-2A* =    .
2.选择题

设A,B 为n 阶方阵,满足等式AB=0,则必有(  ).
A.A=0或B=0           B.A+B=0
C.|A|=0或|B|=0 D.|A+B|=0
(2)已知A,B 为n 阶可逆阵,则必有(  ).
A.(A+B)2=A2+2AB+B2 B.(AB)T=ATBT

C.(AB)-1=A-1B-1 D.(AT)-1=(A-1)T

(3)下列命题正确的是(  ).
A.若A,B 是同阶可逆矩阵,则A+B 必可逆

B.若A,B 是同阶不可逆矩阵,则A-B 必可逆

C.若A,B 是同阶不可逆矩阵,则AB 必可逆

D.若AB=E,则A 必可逆

3.若A 满足A2-3A-2E=0,证明A 和A-4E 可逆,并求它们的逆矩阵.
4.求下列矩阵的逆矩阵:

(1)
1 2
3 4
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
;     (2)

1 2 -1
3 4 -2
5 -4 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;     (3)

1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

5.利用可逆矩阵性质求解线性方程组

2x1+2x2+3x3=-1,

x1- x2 =6,

-x1+2x2+ x3=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

6.求线性变换

x1=2y1+y2-y3,

x2=2y1+y2+2y3,

x3=y1-y2+y3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的逆变换.

7.设A=
1 2 3
2 2 1
3 4 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
2 1
5 3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,C=

1 3
2 0
3 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求矩阵X 使满足AXB=C.

8.设A,B 都可逆,证明(AB)*=A*B*.
9.设A 可逆,证明(A*)-1=(A-1)*.
10.设AB=BA 且A 可逆,证明A-1B=BA-1.
11.设方阵B 为幂等矩阵,(即B2=B,从而对正整数k,Bk=B)且A=B+E.

证明:A 是可逆矩阵,且A-1=
1
2
(3E-A).
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第三节 分块矩阵

  一、分块矩阵的概念

对于行数和列数较高的矩阵,为了简化运算,经常采用分块法使大矩阵的运算转化成

若干小矩阵间的运算,同时也使原矩阵的结构显得简单而清晰,有助于更直观地理解和处理

大规模矩阵,便于分析和证明一些与矩阵相关的定理和性质.
具体做法是将大矩阵用若干条纵线和横线分成多个小矩阵.每个小矩阵称为A 的子

块,以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵.
定义2.3.1 把一个m×n 矩阵A,在行的方向分成s块,在列的方向分成t块,称为A

的s×t分块矩阵,记作A= Ak×l[ ]s×t,其中Ak×l(k=1,2,…,s;l=1,2,…,t),称为A 的子

块,它们是各种类型的小矩阵.

例如设A=
1 3 -1 0
2 5 0 -2
3 1 -1 3

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,则A 就是一个分块矩阵.

若记

A11=
1 3 -1
2 5 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,A12=

0
-2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

A21=[3,1,-1],A22=[3].

则A 可表示为

A=
A11 A12

A21 A22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

这是一个分成了4块的分块矩阵.
需要指出的是矩阵的分块有多种方式,可根据具体需要而定.

例如对矩阵A=

1 0 0 0
0 1 0 0
-1 2 1 0
1 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

进行分块后可得分块矩阵
E2 O
A1 E2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

其中E2 表示二阶单位矩阵,而

A1=
-1 2
1 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,O=

0 0
0 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.
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对矩阵B=

1 0 3 2
-1 2 0 1
1 0 4 1
-1 -1 2 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

进行分块后可得分块矩阵
B11 B12

B21 B22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,其中,

B11=
1 0
-1 2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B12=

3 2
0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B21=

1 0
-1 -1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B22=

4 1
2 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

若对A,B 直接利用矩阵乘法公式有AB=

1 0 3 2
-1 2 0 1
-2 4 1 1
-1 1 5 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

若在计算AB 时,把A,B 都看成是由这些小矩阵组成的,即按分块矩阵来运算则有

AB=
E2 O
A1 E2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

B11 B12

B21 B22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

B11 B12

A1B11+B21 A1B12+B22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

其中

A1B11+B21=
-1 2
1 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1 0
-1 2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú+

1 0
-1 -1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

-2 4
-1 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

A1B12+B22=
-1 2
1 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
3 2
0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú+

4 1
2 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

1 1
5 3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

总之经过两种不同的计算过程

AB=

1 0 3 2
-1 2 0 1
-2 4 1 1
-1 1 5 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

即结果是一样的,并且采用分块矩阵的方法相对简单.

  二、分块矩阵的运算

分块矩阵的运算与普通矩阵的运算规则相似.分块时要注意,运算的两矩阵按块能运

算,并且参与运算的子块也能运算,即内外都能运算.

  1.分块矩阵的加法运算

设矩阵A 与B 都是m×n 阶矩阵,采用相同的分块法分成s×t块.

A=
A11 … A1t

︙ ︙

As1 … Ast

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,B=
B11 … B1t

︙ ︙

Bs1 … Bst

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,
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  其中Aij与Bij的行数相同、列数相同,则

A+B=
A11+B11 … A1t+B1t

︙ ︙

As1+Bs1 … Ast+Bst

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

.

这表明分块矩阵的加法是对应的小矩阵相加.

  2.分块矩阵的数乘运算

设A=
A11 … A1t

︙ ︙

As1 … Ast

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,k为数,则kA=
kA11 … kA1t

︙ ︙

kAs1 … kAst

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

.

  3.分块矩阵的乘法运算

设A 为m×l矩阵,B 为l×n 矩阵,分块成

A=
A11 … A1t

︙ ︙

As1 … Ast

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,B=
B11 … B1r

︙ ︙

Bt1 … Btr

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

.

若对所有的p=1,2,…,s;q=1,2,…,r,Ap1,Ap2,…,Apt的列数分别等于B1q,B2q,…,

Btq的行数,则

AB=
C11 … C1r

︙ ︙

Cs1 … Csr

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

其中Cpq =∑
t

k=1
ApkBkq (p=1,2,…,s;q=1,2,…,r).

  4.分块矩阵的转置

设A=
A11 … A1t

︙ ︙

As1 … Ast

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,则AT=

AT
11 … AT

s1

︙ ︙

AT
1t … AT

st

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

.

  5.分块对角阵的逆运算

设A 为n 阶矩阵,若A 的分块矩阵只有在对角线上有非零子块,其余子块都为零矩

阵,且在对角线上的子块都是方阵,即

A=

A1 O
A2

⋱
O As

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

其中Ai(i=1,2,…,s)都是方阵,则称A 为分块对角矩阵.
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分块对角矩阵具有以下性质:
(1)若|Ai|≠0(i=1,2,…,s),则|A|≠0,且|A|=|A1||A2|…|As|;

(2)A-1=

A-1
1 O

A-1
2

⋱
O A-1

s

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

例如设A=

1 1 0 0 0
-1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,则A 是一个分块矩阵,

若记

A1=
1 1
-1 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,A2=

1 0
1 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,A3=[1],

则A=

A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

为分块对角阵,且|A|=|A1|·|A2|·|A3|=2;

A-1=

A-1
1 0 0

0 A-1
2 0

0 0 A-1
3

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=

1
2 -

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

.

  6.分块三角形矩阵

形如

A11 A12 … A1s

0 A22 … A2s

︙ ︙ ︙

0 0 … Ass

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

或

A11 0 … 0
A21 A22 … 0
︙ ︙ ︙

As1 As2 … Ass

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

的分块矩阵,分别称为上三角分块矩阵或下三角分块矩阵,其中App(p=1,2,…,s)是方阵.
若A 为上三角分块矩阵或下三角分块矩阵,则

|A|=|A1||A2|…|As|.

【例2 3 1】 A=
2 0 0
0 3 1
0 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求A-1.
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解 因为[2]-1= 1
2

é

ë
êê

ù

û
úú,
3 1
2 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1

=
1 -1
-2 1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

所以A-1=
1/2 0 0
0 1 -1
0 -2 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

【例2 3 2】 A 为3阶方阵,A =
1
3
,B=3

(3A)-1-2A* 0
0 A

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,求 B .

解  B =36 (3A)-1-2A* A

=36 ((3A)-1-2A*)A =36 13A
-1A-2A*A

=36 13E-2×
1
3E =36 -

1
3E =36×(-3)3=-27.

【例2 3 3】 分块矩阵D=
A O
C B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,A 为s级方阵,B 为t级方阵.

证明D 可逆⇔A,B 可逆且D-1=
A-1 O

-B-1CA-1 B-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

证明 因为 D =
A O
C B

= A B ,

所以,D 可逆⇔ A ≠0,B ≠0⇔A,B 可逆.

设 D-1=
X11 X12

X21 X22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,则 A O

C B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

X11 X12

X21 X22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

Es O
O Et

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

⇒

AX11=Es ⇒
A ≠0

A-1AX11 =A-1E⇒X11=A-1

         AX12=O ⇒X12 =O

      CX11+BX21=O ⇒X21 =-B-1CA-1

      CX12+BX22=E ⇒X22 =B-1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

所以D-1=
A-1 O

-B-1CA-1 B-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

特别地,当C=O 时,有 A O
O B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-1

=
A-1 O
O B-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

习题2 3

1.设A=

1 0 0 0
0 1 0 0
-1 2 1 0
1 1 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,B=

1 0 1 0
-1 2 0 1
1 0 4 1
-1 -1 2 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,利用分块矩阵求AB.
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2.设A=

a 1 0 0
0 a 0 0
0 0 b 1
0 0 1 b

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,B=

a 0 0 0
1 a 0 0
0 0 b 0
0 0 1 b

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,求A+B,ABA.

3.设求下列矩阵的逆矩阵:

(1)A=
5 0 0
0 3 1
0 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;    (2)A=

1 3 0 0
0 2 0 0
0 0 -1 3
0 0 2 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

4.设A=

3 4 0 0
4 -3 0 0
0 0 2 4
0 0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,求A2k(k∈N).

5.设A=
B D
0 C
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,其中B 和C 都是可逆方阵,证明A 可逆,并求A-1.

6.证明可逆上三角形矩阵的逆矩阵仍为上三角形矩阵.

第四节 初等变换与初等矩阵

在利用第二节定理2.2.1求逆矩阵时,要进行大量行列式计算,计算量大,本节给出了一

种求逆矩阵比较简单的计算方法,即初等变换法,这一方法特别适合求高阶矩阵的逆矩阵.
初等变换是矩阵的一种非常重要的运算,为解线性方程组、矩阵求逆、求矩阵的秩等问题提

供了简洁高效的方法,是线性代数中不可或缺的重要概念和工具.

  一、矩阵的初等变换与初等矩阵

定义2.4.1 以下三种变换称为矩阵的初等行变换:
(1)换法变换:互换矩阵的某两行(ri↔rj);
(2)倍缩变换:用非零数k乘矩阵的某行(kri);
(3)消去变换:将矩阵的某行的k倍加到另一行(kri+rj).
把定义中的行换成列,即得矩阵的初等列变换的定义,我们把矩阵的初等行变换和初等

列变换,统称为矩阵的初等变换.
例如对下列矩阵作初等行变换:先将第3行乘-2加到第1行,再将第1、3行互换,得到

2 3 1
0 1 3
1 2 5

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
0 -1 -9
0 1 3
1 2 5

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 2 5
0 1 3
0 -1 -9

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

由于矩阵的初等变换改变了矩阵的元素,因此初等变换前后的矩阵是不相等的,应该

用“→”连接而不可用“=”连接.矩阵的初等变换可以链锁式地反复进行,以便达到简化矩
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阵的目的.
初等变换是线性代数的基本运算,在解决线性代数各种问题中起着重要的作用.
定义2.4.2 单位矩阵I 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵,主要有以下

几类.
1.对调E 中第i,j两行,得初等换行矩阵E(i,j).

E(i,j)=

1
⋱
1

0 … ← 第i行

1
︙ ⋱ ︙

1
1 … ← 第j行

1
⋱
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

或对调E 中第i,j两列,得初等换列矩阵E(i,j).
2.以数k≠0乘单位矩阵E 的第i行,得初等倍缩矩阵E(k(i)).

E(k(i))=

1
⋱
1
0

k
1
⋱
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

←第i行

或以数k≠0乘单位矩阵E 的第i列,得初等倍缩矩阵E(k(i)).
3.以k乘单位矩阵E 的第i行加到第j行上,得初等消去矩阵E(k(i)+j).

E(k(i)+j)=

1
⋱
1
⋱

k 1
⋱
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

←第i行

←第j行
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或以k乘E 的第j列加到第i列上得初等消去矩阵E(k(i)+j).
4.以常数k乘单位矩阵E 的第i列加到第j列上,得初等消去矩阵T(k(i)+j).

T(k(i)+j)=

1
⋱

1 k
⋱

1
⋱

􀲔 􀲔 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

       第i列 第j列

不难证明初等矩阵有以下性质:(1)初等矩阵是满秩矩阵,且

|E(i,j)|=|T(i,j)|=-1,|E(k(i))|=|T(k(i))|=k,|E(k(i)+j)|=|T(k(i)+j)|=1.

(2)初等矩阵的逆秩矩阵仍是初等矩阵,且

(E(i,j))-1=E(i,j),(E(k(i)))-1=E (
1
k
(i)),

(E(k(i)+j))-1=E(-k(i)+j),(T(k(i)+j))-1=T(-k(i)+j).

(3)初等矩阵的转置矩阵仍是初等矩阵,且

(E(i.j))T=E(i.j),(E(k(i)))T=E(k(i)),
(E(k(i)+j))-1=T(k(i)+j).

利用矩阵乘法运算还可以得到如下结论.
定理2.4.1 对m×n 阶矩阵A 施行一次初等行变换,相当于用相应的n 阶初等矩阵左

乘矩阵A;对矩阵A 施行一次初等列变换,相当于用相应的n 阶初等矩阵右乘矩阵A.
定理中的“相应的”的含义具体来说是:
(1)E(i,j)A 相当于A 的第i行与第j行互换;
(2)AT(i,j)相当于A 的第i列与第j列互换;
(3)E(k(i))A 相当于A 的第i行乘以k;
(4)AT(k(i))相当于A 的第i列乘以k;
(5)E(k(i)+j)A 相当于A 的第i行乘k加到A 的第j行上;
(6)AT(k(i)+j)相当于A 的第i列乘k加到A 的第j列上.
该定理说明了初等矩阵与初等变换的关系,它表明对矩阵施行一次初等变换相当于用

相应的初等矩阵去左(右)乘矩阵.

  二、矩阵的标准形

定义2.4.3 若对矩阵A 实行有限次初等变换变成矩阵B,则称矩阵A 与B 等价,记作

A~B.
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容易验证矩阵等价具有下列性质.
(1)反身性 ———A~A;
(2)对称性 ———A~B⇒B~A;
(3)传递性 ———A~B,B~C⇒A~C.
由定理2.4.1两个m×n 矩阵A 与B 等价的充分必要条件是存在有限个m 阶R 类初等

矩阵(设为R1,R2,…,Rm)和有限个n 阶C 类初等矩阵使得等式

Rm……R2R1AC1C2…Cn=B

成立.
利用矩阵的初等变换可以将一个矩阵化简.
例如:

A =

3 6 -9 6 9
1 1 -2 1 4
2 4 -6 4 6
8 -12 4 -4 36

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(1/3)r1
(1/2)r3
(1/4)r4

→

1 2 -3 2 3
1 1 -2 1 4
1 2 -3 2 3
2 -3 1 -1 9

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r1↔r2
→

1 1 -2 1 4
1 2 -3 2 3
1 2 -3 2 3
2 -3 1 -1 9

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(-1)r2+r3
→

1 1 -2 1 4
1 2 -3 2 3
0 0 0 0 0
2 -3 1 -1 9

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(-1)r1+r2
(-2)r1+r4

→

1 1 -2 1 4
0 1 -1 1 -1
0 0 0 0 0
0 -5 5 -3 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

5r2+r4
→

1 1 -2 1 4
0 1 -1 1 -1
0 0 0 0 0
0 0 0 2 -4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r3↔r4
→

1 1 -2 1 4
0 1 -1 1 -1
0 0 0 2 -4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=B.

对矩阵B 进一步施行初等行变换可进一步简化为

B=

1 1 -2 1 4
0 1 -1 1 -1
0 0 0 2 -4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(-1)r2+r1
(1/2)r3

→

1 0 -1 0 5
0 1 -1 1 -1
0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(-1)r3+r2
→

1 0 -1 0 5
0 1 -1 0 1
0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=C.

这里的矩阵B 和C 都称为行阶梯形矩阵.
行阶梯形矩阵具有以下两个特点.
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(1)零行在矩阵下方,非零行在矩阵上方;
(2)非零行从左往右的第一个非零元素的列表严格单增.
行阶梯形矩阵C 还成为行最简矩阵,其特点是非零行的第一个非零元素为1且其所在

列的其他元素都为0.
定理2.4.2 任意一个s×n 矩阵A 都与一形式为

1 0 … 0 … 0
0 1 … 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 1 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 … 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

=
Er 0
0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

的矩阵等价,它称为矩阵A 的标准形.
证明 若A=O,则结论成立(因A 已是标准形).
假若A≠O,设aij≠0,将第i行和第一行互换,第j 列和第一列互换,使不为0的元素

换到左上角的位置,因此不妨设a11≠0,利用a11≠0,通过初等变换先把第一行和第一列的

其他元素都化为0,再把a11化为1,即

A→
1 O
O A1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

其中A1 为(m-1)×(n-1)矩阵,对A1 重复上述过程,最终得到

A→
Er O
O O

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

【例2 4 1】 用初等变换求A=

2 3 1 -3 -7
1 2 0 -2 -4
3 -2 8 3 0
2 -3 7 4 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

的标准形.

解 先做初等行变换把A 化为阶梯形矩阵:

2 3 1 -3 -7
1 2 0 -2 -4
3 -2 8 3 0
2 -3 7 4 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r1↔r2
→

1 2 0 -2 -4
2 3 1 -3 -7
3 -2 8 3 0
2 -3 7 4 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r2-2r1
r3-3r1
r4-2r1

→

1 2 0 -2 -4
0 -1 1 1 1
0 -8 8 9 12
0 -7 7 8 11

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r3-8r2

r4-7r2
→

1 2 0 -2 -4
0 -1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 1 4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r4-r3
→

1 2 0 -2 -4
0 -1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

再做初等列变换得到A 的标准形矩阵.
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1 2 0 -2 -4
0 -1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

c2-2c1
→

1 0 0 -2 -4
0 -1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

c4+2c1
→

1 0 0 0 -4
0 -1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

c5+4c1
→

1 0 0 0 0
0 -1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

c3+c2
c4+c2
c5+c2

→

1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

-c2
→

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

c5-4c4
→

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

c4↔c3
→

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=
E3 0
0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

推论2.4.1 对任意矩阵A=(aij)m×n,存在m 阶可逆阵P 和n 阶可逆阵Q,使得

PAQ=
Er O
O O
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

推论2.4.2 n 阶方阵A 可逆的充分必要条件是A 与n 阶单位阵E 等价.
推论2.4.3 方阵A 可逆的充要条件是A 可以分解成有限个n 阶初等矩阵的乘积.

【例2 4 2】 将矩阵A=
1 0 0
2 0 -1
0 -1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

表示成有限个初等方阵的乘积.

解 利用初等变换

A=
1 0 0
2 0 -1
0 -1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

r2↔r3
→
1 0 0
0 -1 0
2 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-r2
→
1 0 0
0 1 0
2 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-2r1+r3
→
1 0 0
0 1 0
0 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-r3
→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=E.

即A 经过四次初等变换得到单位矩阵E,而这4次初等变换所对应的初等方阵为:

P1=
1 0 0
0 0 1
0 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P2=
1 0 0
0 -1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P3=
1 0 0
0 1 0
-2 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P4=
1 0 0
0 1 0
0 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

故P4P3P2P1A=E,所以

A=P-1
1 P-1

2 P-1
3 P-1

4 =P-1
1 P-1

2 P-1
3 P-1

4 ,

其中

P-1
1 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P-1
2 =

1 0 0
0 -1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P-1
3 =

1 0 0
0 1 0
2 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P-1
4 =

1 0 0
0 1 0
0 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

为初等矩阵.
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根据定理2.4.2和推论我们知道,当n 阶方阵A 可逆时,一定存在n 阶可逆矩阵B,使
BA=E 且A-1=B.

设

B=Rk…R2R1,则Rk…R2R1A=E,

A-1=RkRk-1…R2R1=RkRk-1…R2R1E.

从以上两式我们发现以下两个性质.
(1)若矩阵A 可逆,则A 一定可以仅仅通过一系列初等行变换化为单位矩阵E.
(2)若A 经一系列初等行变换化为单位矩阵E,那么这一系列初等行变化必将同时把单

位阵E 化为A-1.

即[A┊E]n×2n
做一系列初等行变换

→[E┊A-1],

同理
A
┈
E

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
2n×n

做一系列初等列变换
→

E
┈

A-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú.

由此我们得到利用初等变换求逆矩阵的新方法,特别是当矩阵的阶数较高时,该方法求

逆矩阵更为方便.

【例2 4 3】 试利用矩阵的初等变换,求方阵

3 2 1
3 1 5
3 2 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

的逆矩阵.

解 [A┊E]=
3 2 1 1 0 0
3 1 5 0 1 0
3 2 3 0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
3 2 1 1 0 0
0 -1 4 -1 1 0
0 0 2 -1 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→

1
2
3

1
3

1
3

0 0

0 1 -4 1 -1 0

0 0 1 -
1
2

0
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

→

1
2
3
0

1
2

0 -
1
6

0 1 0 -1 -1 2

0 0 1 -
1
2

0
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

→

1 0 0
7
6

2
3

-
3
2

0 1 0 -1 -1 2

0 0 1 -
1
2

0
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

,

所以A-1=

7
6

2
3

-
3
2

-1 -1 2

-
1
2

0
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

.

【例2 4 4】 设A=
0 1 2
1 1 4
1 -1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,试判断A 是否可逆,若可逆求A-1.
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解 (A┊E)=
0 1 2 1 0 0
1 1 4 0 1 0
1 -1 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

r3-r2
r1↔r2

→
1 1 4 0 1 0
0 1 2 1 0 0
0 -2 -4 0 -1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

r1-r2
r3+2r2

→
1 0 2 -1 1 0
0 1 2 1 0 0
0 0 0 2 -1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

从而知A 不可逆.
判断矩阵A 是否可逆,可直接对(A┊E)做初等行变换,若变换过程中,与A 等价的矩阵

中有一行为0,就能判断A 不与E 等价,从而知A 不可逆.
由于A-1[A┊B]=[E┊A-1B],所以可以用初等行变换求逆阵的方法,求A-1B,即

[A┊B]
做一系列初等行变换

→[E┊A-1B].

同样,如果要求BA-1,则可对矩阵
A
┈
B

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 做初等列变换,使得

A
B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

做一系列初等列变换
→

E
BA-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

于是我们又找到了解矩阵方程的新方法.

【例2 4 5】 设A=
4 1 -2
2 2 1
3 1 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
1 -3
2 2
3 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求X 使AX=B.

解 因为[A┊B]=
4 1 -2 1 -3
2 2 1 2 2
3 1 -1 3 -1

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

初等行变换
→
1 0 0 10 2
0 1 0 -15 -3
0 0 1 12 4

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

所以X=A-1B=
10 2
-15 -3
12 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

【例2 4 6】 设A=
0 2 1
2 -1 3
-3 3 -4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
1 2 3
2 -3 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,求X 使XA=B.

解 因为
A
┈
B

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

0 2 1
2 -1 3
-3 3 -4
1 2 3
2 -3 1

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

初等列变换
→

1 0 0
0 1 0
0 0 1
2 -1 -1
-4 7 4

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

所以X=BA-1=
2 -1 -1
-4 7 4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.
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习题2 4

1.设A=
1 2 3
4 5 6
7 8 9

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P=
0 0 1
0 1 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,Q=
1 0 0
0 0 1
0 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求P20AQ21.

2.求矩阵A=
1 2 1 2
3 6 3 6
4 5 6 7

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

的行最简阶梯形矩阵.

3.设A=
1 1 4 2
0 1 2 0
2 -1 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
1 2 1 0
1 3 0 2
0 1 2 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求 A,B 的标准形,并判断矩阵A 和B

是否等价?

4.利用初等变换求下列矩阵的逆矩阵:

(1)
2 2 3
1 -1 0
-1 2 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;     (2)

3 -2 0 -1
0 2 2 1
1 -2 -3 -2
0 1 2 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

5.求矩阵X,使AX=B,其中A=
1 2 3
2 2 1
3 4 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,B=
2 5
3 1
4 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

6.若A=
0 -1 1
-4 0 3
2 1 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

可逆,判断I-A 是否可逆;若可逆,则求(I-A)-1.

7.设矩阵A=
1 1
-3 -2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,将矩阵A 表示成初等矩阵的乘积.

8.解矩阵方程
3 -1
5 -2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úX
5 6
7 8
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

14 16
9 10

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

第五节 矩阵的秩

矩阵秩的概念是讨论向量组的线性相关性、深入研究线性方程组等问题的重要工具,是
反映矩阵固有特性的一个重要概念,对后续讨论向量组的线性相关性,线性方程组解的存在

性,矩阵的特征值、特征向量等均有重要意义,在多项式、空间几何中等多个方面都有广泛的

应用.

在上一节中给定一个m×n 矩阵A,它的标准形
Er O
O O

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
由数r完全确定这个数也就是

与A 等价的行阶梯形中非零行的行数,这个数便是矩阵A 的秩.在本节中,我们首先利用行

·05·



第二章 矩  阵

列式来定义矩阵的秩,然后给出矩阵秩的性质以及求矩阵的秩的方法,最后运用分块技巧证

得矩阵秩的一些著名不等式.

  一、矩阵秩的定义及性质

定义2.5.1 在m×n 矩阵A 中,任取k行k 列(1≤k≤m,1≤k≤n),位于这些行列交

叉处的k2 个元素,不改变它们在A 中所处的位置次序而得到的k阶行列式,称为矩阵A 的

k阶子式.

例如

1 3 2 1
2 3 4 2
3 2 3 9

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

有二阶子式
1 3
2 3

,1 1
2 2

,3 2
2 9

等,

有三阶子式

1 3 2
2 3 4
3 2 3

,
1 2 1
2 4 2
3 3 9

,
3 2 1
3 4 2
2 3 9

等.

设A 为m×n 矩阵,则A 的k 阶子式共有Ck
m·C

k
n 个.当A=O 时,它的任何子式都为

零.当A≠O 时,它至少有一个元素不为零,即它至少有一个一阶子式不为零.再考察二阶子

式,若A 中有一个二阶子式不为零,则往下考察三阶子式,如此进行下去,最后必达到A 中

有r阶子式不为零,而再没有比r更高阶的不为零的子式.这个不为零的子式的最高阶数r
反映了矩阵A 内在的重要特征,在矩阵的理论与应用中都有重要意义.

定义2.5.2 设A 为m×n 矩阵,如果存在A 的r阶子式不为零,而任何r+1阶子式

(如果存在的话)皆为零,则称数r为矩阵A 的秩,记为r(A)(或rank(A)).
即 r(A)=r或rank(A)=r.

例如对于矩阵A=

1 1 3 1
0 2 -1 4
0 0 0 5
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

的2阶子式
1 3
0 -1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=-1,

3阶子式

1 1 1
0 2 4
0 0 5

=10,4阶子式|A|=0,所以矩阵A 的秩r(A)=3.

由秩的定义,显然矩阵的秩具有下列性质.
(1)若A 是零矩阵,则r(A)=0;
(2)r(A)=r的充要条件是A 中至少存在一个r阶子式不为0且A 中所有r+1阶子式

全为0;
(3)若矩阵A 中有某个s阶子式不为0,则r(A)≥s;
(4)若A 中所有r阶子式全为0,则r(A)<t;
(5)若A 是m×n 阶非零矩阵,则1≤r(A)≤min(m,n),即矩阵A 的秩数不可能大于

其行数和列数.
特别地,

①r(A)=m,称A 为行满秩矩阵;
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②r(A)=n,称A 为列满秩矩阵.
若A 是n 阶方阵,当r(A)=n 时,称A 为满秩矩阵,当r(A)<n 时,称为降秩矩阵.
可见,单位矩阵是满秩矩阵.
(6)r(A)=r(AT).
(7)对于行阶梯形矩阵,其非零行的行数就是该矩阵的秩数.如

A=
1 2 -1
0 0 1
0 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,r(A)=2,

B=

1 6 -4 -1 4
0 -4 3 1 -1
0 0 0 4 8
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,r(B)=3.

定理2.5.1 若Am×n经过若干次初等变换成为B,则r(A)=r(B),即等价的矩阵的秩

相等.
证明 先证若Am×n经过若干次初等行变换成为B,则r(A)=r(B),

为此先证A 经过一次初等行变换而成的矩阵B,有r(A)≤r(B).设r(A)=k,则A 中存在k
阶非零子式Dk,若A 经前2种初等行变换成了B,则B 中与Dk 对应的k阶子式Mk 最多与

Dk 相差一个非零倍数,故Mk≠0,从而有r(B)≥k=r(A).

对于第3种初等行变换,设A
λri+rj

→B,则Dk 只有以下4种情形.
(1)Dk 同时含有A 的第i行和第j行的元素;
(2)Dk 含有A 的第i行元素但不含第j行的元素;
(3)Dk 含有A 的第j行元素但不含第i行的元素;
(4)Dk 既不含有A 的第i行元素也不含第j行的元素.
此时,取B 中与Dk 同序号的行和列,便可构成B 的一个k 阶子式Mk,且 Mk≠0.对于

由定理2.5.1,我们得到如下求矩阵秩数的方法:
(1)利用初等行变换将矩阵A 化为行阶梯矩阵B;
(2)根据B 的秩数等于其非零行的行数,即求得r(B);
(3)又因为A~B,所以r(A)=r(B).
【例2 5 1】 求下面矩阵A 的秩.

A=

4 -2 1
1 2 -2
-1 8 -7
2 14 -13

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

解 A
r1↔r2

→

1 2 -2
4 -2 1
-1 8 -7
2 14 -13

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r2-4r1
r3+r1

r4-2r1
→

1 2 -2
0 -10 9
0 10 -9
0 10 -9

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r3+r2

r4+r2
→

1 2 -2
0 -10 9
0 0 0
0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=B,
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可见r(B)=2,所以r(A)=2.

【例2 5 2】 设A=

3 2 0 5 0
3 -2 3 6 -1
2 0 1 5 -3
1 6 -4 -1 4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,求矩阵A 的秩.

解  A =

3 2 0 5 0
3 -2 3 6 -1
2 0 1 5 -3
1 6 -4 -1 4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r1↔r4
r2-r4

r3-2r1
r4-3r1

→

1 6 -4 -1 4
0 -4 3 1 -1
0 -12 9 7 -11
0 -16 12 8 -12

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r3-3r2

r4-4r2
→

1 6 -4 -1 4
0 -4 3 1 -1
0 0 0 4 -8
0 0 0 4 -8

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

r4-r3
→

1 6 -4 -1 4
0 -4 3 1 -1
0 0 0 4 -8
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=B,

易见r(B)=r(A)=3.
【例2 5 3】 设A 为n 阶矩阵(n≥2),证明

r(A*)=
n, r(A)=n,

0, r(A)<n-1.{
证明 若r(A)=n 时

|A|≠0,AA*=|A|I,

|A||A*|=||A|I|=|A|n≠0,
所以|A*|≠0,即r(A*)=n.

r(A)<n-1时,A 中所有n-1阶子式均为零,所以

A*=
A11 … An1

︙ ︙

A1n … Anm

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=O,

从而r(A*)=0.
【例2 5 4】 证明:A 为任意矩阵,用可逆矩阵P 左乘A,则r(PA)=r(A).
证明 因为P 是可逆矩阵,故P 可分解为若干个初等矩阵之积,设

P=Js…J1,其中J1,…,Js 为初等方阵,则

PA=Js…J1A.
上式表明,A 经过若干次初等变换变成PA,所以A~PA,从而r(PA)=r(A).

该结论还可以继续推广,因此作为定理2.5.1的推论我们有

推论2.5.1 设Am×n,Pm×n及Qn×m均可逆,则有r(PA)=r(AQ)=r(PAQ)=r(A).
推论2.5.2 矩阵Am×n的充要条件是存在可逆矩阵Pm,Qn 使得

A=P
Er 0
0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úQ.
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推论2.5.3 设A,B∈Rm×n,则A 与B 等价的充要条件时它们有相同的秩.
定理2.5.2 设A∈Rm×n,B∈Rn×t,则

r(AB)≤min{r(A),r(B)}.

证明 若A,B 中有一个是零矩阵,则定理显然成立.
若A≠0,B≠0,设r(A)=r,则由推论2.5.2知道有可逆阵P,Q,使得

A=P
Er 0
0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úQ,

于是

P-1(AB)=
Er 0
0 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
(QB).

考察右边矩阵,易见此矩阵不为0的行至多r行,因而由推论2.5.1与秩的定义得到

r(AB)≤r=r(A).

因此,

r(AB)=r(AB)'=r(B'A')≤r(B)'=r(B).
故r(AB)≤min{r(A),r(B)}.

定理2.5.3 设A∈Rm×n,B∈Rs×t,C∈Rm×t,则

r(A)+r(B)=r
A 0
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≤r

A C
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷.

证明 由秩的定义易见

r(A)+r(B)=r
A 0
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设r(A)=r1,r(B)=r2,则A 有一个r1 阶可逆子块A1,B 有一个r2 阶可逆子块B1.

于是,A C
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 有一个r1+r2 阶子式

A1 *
0 B1

=|A1||B1|≠0.

所以

r
A 0
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷≤r

A C
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷.

【例2 5 5】 设A,B∈Rm×n,则r(A+B)≤r(A)+r(B).
证明 因为

Im Im

0 Im

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

A 0
0 B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Im In

0 In

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

A A+B
0 B

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.
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所以,定理2.5.3及矩阵秩的定义得到

r(A)+r(B)=r
A 0
0 B

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=r
A A+B
0 B

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷≥r(A+B).

习题2 5

1.填空题

(1)设A=

a1b1 a1b2 … a1bn

a2b1 a2b2 … a2bn

︙ ︙ ︙

anb1 anb2 … anbn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,其中ai≠0,bi≠0(i=1,2,…,n),则r(A)=(  ).

(2)设4阶矩阵A 的秩为2,则伴随矩阵A*的秩为r(A*)=(  ).

(3)设A=
1 2 -2
2 -1 t
3 1 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,若r(A)<3,则t=(  ).

2.选择题

(1)已知A 是m×n 阶矩阵,r(A)=r<min{m,n},则A 中(  ).
A.至少有一个r阶子式不为零,没有等于零的r-1阶子式

B.有不等于零的r阶子式,所有的r+1阶子式全为零

C.有等于零的r-1阶子式,有不等于零的r阶子式

D.有等于零的r阶子式,没有不等于零的r+1阶子式

(2)已知A 是m×n 阶矩阵,C 是n 阶可逆矩阵,矩阵A 的秩为r,矩阵B=AC 的秩为

r1,则(  ).
A.r>r1 B.r<r1
C.r=r1 D.r与r1 的关系依C 而定

3.求下列矩阵的秩:

(1)
1 2 0 -1
2 6 -3 -3
3 10 -6 -5

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;       (2)

2 1 1 3 1
1 0 2 4 -1
3 2 0 2 3
0 1 1 3 -1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

;

(3)

2 -1 0 3 -2
0 3 1 -2 5
0 0 0 4 -3
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

4.设

1 -1 1 2
3 λ -1 2
5 3 μ 6

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,已知r(A)=2,求λ与μ 的值.
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5.证明r
A O
O B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷=r(A)+r(B).

6.设A∈Rm×n,B∈Rn×t,C∈Rt×s,则r(ABC)≥r(AB)+r(BC)-r(B).
7.设A∈Rm×n,B∈Rn×t.若AB=0,则r(A)+r(B)≤n.
8.设A 为m×n 阶满秩矩阵,证明

(1)存在m 阶满秩矩阵P 使得PA=
En

0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;

(2)r(AB)=r(B)对任意n×p 阶矩阵B 成立.
9.设A 为n 阶方阵,A* 是A 的伴随矩阵,且r(A)=n-1,证明存在常数k,使得

(A*)2=kA*.
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学习资源

第三章 n 维向量空间

n维向量空间是线性代数的理论基础,特别是为后面研究方程组解的结构提供了重要的

理论支撑.本章的重点是对向量组的线性相关性、线性无关性以及向量组的极大无关组的讨论.

第一节 n维向量空间

  一、n维向量的概念

定义3.1.1 由n 个实数组成的一个有序数组

[a1,a2,…,an]或

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为实数域上的一个n维向量,其中前者称为行向量,后者称为列向量,ai 称为该向量的第

i个分量(i=1,2,…,n).
行向量和列向量的区别只是写法上的不同,通常都用希腊字母α,β,γ等表示.我们还规定:
分量全为零的向量,称为零向量,记作0,即0=[0,0,0,…,0].

向量 α=

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

各 分 量 的 相 反 数 所 组 成 的 向 量 成 为α 的 负 向 量,记 作 -α,即

-α=

-a1

-a2

︙

-an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

定义3.1.2 设有向量α=

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

和β=

b1
b2
︙

bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,如果有ai=bi(i=1,2,3,…,n),即对应的

每一个分量都相等,则就称向量α=β.
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  二、n维向量的运算

向量的加法:向量γ=

a1+b1
a2+b2
︙

an+bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为向量α=

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

和β=

b1
b2
︙

bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

的和,记为γ=α+β,即

α+β=

a1+b1
a2+b2
︙

an+bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

向量的数乘:向量

ka1

ka2

︙

kan

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为向量α=

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

与实数k的数量乘积,即

kα=

ka1

ka2

︙

kan

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

向量的加法和数乘运算统称为向量的线性运算.借助向量的加法和数乘运算我们还可

以定义向量的减法运算.

向量的减法:向量

a1-b1
a2-b2
︙

an-bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为向量α=

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

和β=

b1
b2
︙

bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

的差,记为γ=α-β,即

α-β=

a1-b1
a2-b2
︙

an-bn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

根据向量的运算的定义,容易验证向量运算具有如下基本性质.
(1)α+β=β+α(交换律);
(2)(α+β)+γ=α+(β+γ)(结合律);
(3)α+0=α;
(4)α+(-α)=0;
(5)k(α+β)=kα+kβ(分配律);
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(6)(k+l)α=kα+lα(分配律);
(7)k(lα)=(kl)α;
(8)1·α=α.
由于n 维向量的加法和数乘运算法则以及运算规律与矩阵运算一致,今后在和矩阵一

起运算时,行向量和列向量可分别看作1×n 和n×1阶的矩阵.并且没有特殊说明,本书中

的向量均指列向量.

【例3 1 1】 α=
1
-1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β=
3
-2
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求3α-β.

解 3α-β=3
1
-1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
-
3
-2
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
3
-3
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
-
0
-1
2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
3
-2
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

  三、n维向量空间Rn 和子空间

定义3.1.3 全体n 维向量的集合,加上其上定义的满足性质(1)—(8)的向量加法和数

量乘法,称为实数域R上的一个n 维向量空间,记为Rn.
例如R2 和R3 分别是平面和空间中全体几何向量所构成的向量空间.
注意Rn 既可以代表全体n 维向量构成的集合,还可以代表具有加法和数乘运算且满足

其运算性质的特定集合,但二者存在本质区别.
在通常的三维几何空间中,不难看出一个过原点的平面上的所有向量对于向量的加法

和数乘构成一个二维向量空间.这说明这个二维集合空间既是三维向量空间的一部分,同时

它又对于原来的运算也构成一个向量空间.
定义3.1.4 设V 是Rn 的一个非空子集,若V 对于向量的加法和数乘运算也构成一个

向量空间,则称V 为Rn 的一个子空间.
定理3.1.1 设V 是Rn 的一个非空子集,如果V 对于向量加法和数乘封闭,即
(1)若对∀α,β∈V,则α+β∈V;
(2)若对∀α∈V,k∈R,则kα∈V.
那么V 是Rn 的子空间.
由定义3.1.4知,只含零向量的集合{0}与Rn 本身都是子空间,分别称为零子空间和全

子空间,它们是并成为平凡子空间,其余的子空间称为非平凡子空间.
定 理 3.1.2  设 α1,α2,…,αs ∈ Rn,则 L (α1,α2,…,αs )=

k1α1+k2α2+…+ksαs ki∈R,i=1,…,n{ }是Rn 的一个子空间,称为由向量组α1,α2,…,

αs 生成的子空间.
证明 首先0=0α1+0α2+…+0αs∈L(α1,α2,…,αs),所以L(α1,α2,…,αs)不是

空集.
设γ1,γ2∈L(α1,α2,…,αs),则存在实数k1,k2,…,ks 和l1,l2,…,ls 使得

γ1=k1α1+k2α2+…+ksαs,
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γ2=l1α1+l2α2+…+lsαs.

由向量运算性质得

γ1+γ2=(k1+l1)α1+(k2+l2)α2+…+(ks+ls)αs,

kγ2=kl1α1+kl2α2+…+klsαs.

显然γ1+γ2,kγ2∈L(α1,α2,…,αs),即L(α1,α2,…,αs)对向量加法和数乘封闭,从而

由定理3.1.1知L(α1,α2,…,αs)是Rn 的一个子空间.

【例3 1 1】 证明Rn 的子集W=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Rn|x1+xn=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

是Rn 的子空间.

证明 显然0=

0
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈W,故W≠⌀.

设α=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈W,β=

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈W,则x1+xn=0,y1+yn=0.

再由α+β=

x1+y1

x2+y2

︙

xn+yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Rn,

且(x1+y1)+(xn+yn)=(x1+xn)+(y1+yn)=0+0=0,知α+β∈W.

又设k∈R,kα=

kx1

kx2

︙

kxn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Rn及kx1+kxn=k(x1+xn)=0知kα∈W.

所以W 是Rn 的子空间.
【例3 1 2】 证明V= (x,0,1)T{ x∈R}不是R3 的子空间.
证明 因为(a,0,1)+(b,0,1)=(a+b,0,2)∉V,即V 对向量的加法不满足定理

3.1.1,所以证明V= (x,0,1)T{ x∈R}不是R3 的子空间.

习题3 1

1.判断下列Rn 的子集是否是Rn 的子空间.
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(1)W1=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Rn|x1+x2+…+xn=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

;

(2)W2=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Rn|x2
1+x2

2+…+x2
n=1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

;

(3)W3=

1
2
︙

n

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈Rn|k∈R

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

;

(4)W4=k1α1+k2α2+…+ksαs|ki∈R,αi∈Rn,i=1,2,…,s{ }.
2.设W1 和W2 是Rn 的子空间,证明W1∩W2 是Rn 的子空间.
3.证明R3 中过原点的平面是R3 的子空间.

第二节 向量的线性相关性

在向量空间中,向量的线性相关性是向量空间中的一个重要概念.它既能帮助我们更好

地描述向量之间的关系、深入理解向量集合的结构、更好地表示线性方程组的通解,在许多

实际应用中还可以帮助我们在做数据压缩、特征提取时减小数据的维度,提取关键信息,提
高计算效率和模型性能.线性相关性是线性代数中的一个核心概念,对于解决各种理论和实

际问题都有重要的意义.
以下谈到的向量空间V,都指实数域R上的某一给定的向量空间.

  一、向量的线性组合与向量组间的线性表示

两个向量间最常见的关系是成比例,即α=kβ(k∈R),而多个向量之间的关系要复杂得

多,这也是我们本节讨论的重点.
定义3.2.1 设α1,α2,…,αs∈V,k1,k2,…,ks∈R,我们称

β=k1α1+k2α2+…+ksαs

为向量组α1,α2,…,αs 的一个线性组合,也称β可以由向量组α1,α2,…,αs 线性表示.

例如向量β=
3
2
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

是向量组α1=
1
0
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
0
2
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α3=

0
0

-
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

的线性组合,因为β=3α1+

α2-2α3.
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显然,我们可以根据线性表示的定义得到下面的一些结论:
(1)在向量空间V 中,零向量可以由任意一组向量α1,α2,…,αt 线性表示.

(2)n 维向量空间中的任一向量

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

都可以由ε1,ε2,…,εn 线性表示,其中

ε1=

1
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,ε2=

0
1
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,…,εn=

0
0
︙

1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

为n 维向量空间的基本单位向量.

(3)借助向量方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2,

     ……

am1x1+am2x2+…+amnxn=bm

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

可表示为

β=x1α1+x2α2+…+xnαn,

则方程组有解的充要条件是β可以由向量组α1,α2,…,αn 线性表出,其中

α1=

a11

a21

︙

am1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,α2=

a11

a22

︙

am2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,…,αn=

a1n

a2n

︙

amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,β=

b1
b2
︙

bm

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

定义3.2.2 设向量组α1,α2,…,αs 与向量组β1,β2,…,βt 是两组n 维向量,如果α1,

α2,…,αs 中每个向量αi(1≤i≤s)都可以由β1,β2,…,βt线性表示,那么就称向量组α1,

α2,…,αs 可以由向量组β1,β2,…,βt 线性表示;如果这两个向量组可以相互线性表示,就称

这两个向量组等价,记为

α1,α2,…,αs{ }~β1,β2,…,βt{ }.

不难验证向量组等价具有如下性质.
(1)反身性:α1,α2,…,αs{ }~ α1,α2,…,αs{ };
(2)对称性:若 α1,α2,…,αs{ }~β1,β2,…,βt{ },则 β1,β2,…,βt{ }~ α1,α2,…,αs{ };
(3)传递性:若 α1,α2,…,αs{ }~ β1,β2,…,βt{ },且 β1,β2,…,βt{ }~ γ1,γ2,…,γl{ },

则 γ1,γ2,…,γl{ }~ α1,α2,…,αs{ }.
【例3 2 1】 证明等价的向量组生成的向量空间相同.
证明 设向量组α1,α2,…,αs 与向量组β1,β2,…,βt 等价,记
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V1=L(α1,α2,…,αs),

V2=L(β1,β2,…,βt).

对∀α∈V1,则α 可由α1,α2,…,αs 线性表示.
又因为α1,α2,…,αs 可以由β1,β2,…,βt 线性表示,
所以α 可由β1,β2,…,βt 线性表示,
所以α∈V2,从而V1⊂V2.
同理可证V2⊂V1,故V1=V2.

  二、向量组的线性相关性

定义3.2.3 设向量α1,α2,…,αs∈Rn.若存在一组不全为零的数k1,k2,…,ks 使得

k1α1+k2α2+…+ksαs=0,

则称向量组α1,α2,…,αs线性相关;否则仅当k1=k2=…=ks=0时等式才成立,则称向量

组α1,α2,…,αs 线性无关.

例如R2 中向量α1=
0
1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 和向量α2=

0
-1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 是线性相关的,因为取k1=k2=1≠0,则

k1α1+k2α2=0.如果再取α3=
1
0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,则α1 和α3 线性无关,因为由k1α1+k3α3=0得

k1=0,

k3=0,{ 即只有k1=k3=0时,k1α1+k3α3=0.

事实上,在R2 向量空间中两向量线性相关的充要条件是两向量成比例.
根据线性相关和线性无关的定义,我们容易证得以下结论:
(1)若向量组α1,α2,…,αs∈(Rn)中有一个是零向量,则该向量组线性相关;
(2)三维向量空间中三个向量线性相关的充要条件是它们共面;

(3)向量组α1=

a11

a21

︙

am1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,α2=

a11

a22

︙

am2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,…,αn=

a1n

a2n

︙

amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

线性相关的充要条件是齐次线性方

程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=0,

     ……

am1x1+am2x2+…+amnxn=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

有非零解;

(4)向量组α1=

a11

a21

︙

am1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,α2=

a11

a22

︙

am2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,…,αn=

a1n

a2n

︙

amn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

线性无关的充要条件是齐次线性方
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程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=0,

     ……

am1x1+am2x2+…+amnxn=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

只有零解.

【例3 2 2】 已知向量组α1,α2,α3 线性无关,且β1=α1+α2,β2=α2+α3,β3=α3+
α1,证明β1,β2,β3 亦线性无关.

证明 设k1β1+k2β2+k3β3=0,即
k1(α1+α2)+k2(α2+α3)+k3(α3+α1)=(k1+k3)α1+(k1+k2)α2+(k2+k3)α3

=0,
因为α1,α2,α3 线性无关,所以

k1+k3=0,

k1+k2=0,

k2+k3=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

这是一个三元一次方程组,因系数行列式不为零,故有唯一解

k1=k2=k3=0,

所以β1,β2,β3 亦线性无关.

【例3 2 3】 设ε1=

1
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,ε2=

0
1
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,…,εn=

0
︙

0
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈Rn,而α=

a1

a2

︙

an

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Rn 为任一n

维向量,证明:ε1,ε2,…,εn 线性无关,而ε1,…,εn,α 线性相关.
证明 令k1ε1+k2α2…+knεn=0,即得

k1
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

+

0
k2
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

+…+

0
︙

0
kn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=

0
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

其系数行列式

1 0 … 0
0 1 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … 1

=1≠0,

由克莱默法则的推论知,此方程有唯一解k1=k2=…=kn=0,
从而 ε1,ε2,…,εn 线性无关.
又 α=a1ε1+…+anεn,即α 可由向量组ε1,ε2,…,εn 线性表出.
所以 ε1,…,εn,α 线性相关.
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  三、向量组线性相关性的相关定理

定理3.2.1 向量组α1,α2,…,αs(∈Rn)(s≥2)线性相关的充要条件是该向量组中至少

有一个向量都可以由其余的向量线性表示.
证明 若α1,α2,…,αs(s≥2)线性相关,则必存在一组不全为0的实数k1,k2,…,kn,

使k1α1+k2α2+…+knαn=0.

不妨设k1≠0,得α1=-
k2
k1

α2-…-
ks

k1
αs 即该向量组中至少有一个向量可由其余向量

线性表示.
若向量组中α1,α2,…,αs(s≥2)至少有一个向量可由其余向量线性表示.不妨设α1 可

由α2,…,αs(s≥2)线性表示即存在实数k2,…,kn,使

α1=k2α2+k3α3+…+ksαs,

从而 -α1+k2α2+k3α3+…+ksαs=0,
所以向量组α1,α2,…,αs(s≥2)线性相关.
定理3.2.1是向量组线性相关的充要条件,在s≥2的情况下该定理和线性相关的定义

是等价的.
定理3.2.2 设向量组α1,α2,…,αs 线性无关,而向量组α1,α2,…,αs,β线性相关,则

β可以由向量组α1,α2,…,αs 唯一地线性表示.
证明 因α1,α2,…,αs,β线性相关,则∃k0,k1,…,ks 不全为零,使得

k0β+k1α1+…+ksαs=0.

若k0=0,则k1,…,ks 必不全为零,而上式等价于k1α1+…+ksαs=0,这就表明α1,α2,…,

αs 线性相关,与条件矛盾.故k0≠0,于是有

β=-
k1
k0

α1-…-
ks

k0
αs,

这表明β可以由向量组α1,α2,…,αs 线性表示.
下证唯一性:设若不然,存在两个不同的表示式

β=k1α1+…+ksαs和 β=l1α1+…+lsαs,

二式相减得 0=(k1-l1)α1+…+(ks-ls)αs,
由于二式不同,(ki-li)不全为零(i=1,…,s),又推出α1,α2,…,αs 线性相关,仍与条件矛

盾,因此表示式必是唯一的.

定理3.2.3 n 维向量组α1=

a11

a21

︙

an1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,α2=

a11

a22

︙

an2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,…,αn=

a1n

a2n

︙

ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

线性无关的充要条件是
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行列式

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

≠0.

证明 由线性无关的定义知,向量组

α1=

a11

a21

︙

an1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,α2=

a11

a22

︙

an2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,…,αn=

a1n

a2n

︙

ann

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

线性无关的充要条件是齐次线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=0,

     ……

an1x1+an2x2+…+annxn=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

只有零解.

由克莱姆法则的推论知该方程组只有零解的充要条件是系数行列式不等于零,定理得证.
定理3.2.4 若向量组α1,α2,…,αs(∈Rn)线性相关,则α1,α2,…,αs,αs+1,…,αm 也

线性相关.
证明 因为α1,α2,…,αs 线性相关,所以存在不全为0的r个数k1,…,ks,使得

k1α1+…+ksαs=0.

显然

k1α1+…+ksαs+0αr+1+…0αm=0.

由k1,…,ks 中至少有一个不为0,知α1,α2,…,αs,αs+1,…,αm 线性相关.
由定理3.2.4,我们可以得

推论3.2.1 线性无关向量组的任意部分向量组也是线性无关的.
定理3.2.5 设向量组α1,α2,…,αs(∈Rn)线性无关,且可由向量组β1,β2,…,βt(∈

Rn)线性表示,则s≤t.
证明 对向量组α1,α2,…,αs 所含向量的个数s用数学归纳法.
当时s=1,显然有s≤t.假设当向量组所含向量个数为s-1时定理成立,则当向量组所

含向量的个数为s时,因为α1,α2,…,αs 是β1,β2,…,βt 的线性组合,故有kij∈R,i=1,

2,…,s,j=1,2,…,t使得

α1=k11β1+k12β2+…+k1tβt,

α2=k21β1+k22β2+…+k2tβt,

     ……

αs=ks1β1+ks2β2+…+kstβt.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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又α1,α2,…,αs 线性相关,其中必定不含有零向量,αs≠0,从而ks1,ks2,…,kst.不妨设kst≠
0,则有

βt=-
ks1

kst
β1-

ks2

kst
β2-…-

ks.t-1

kst
βt-1+

1
kst

αs.

将其代入前s-1个等式,整理得

α1=p11β1+p12β2+…+p1,t-1βt-1+p1tαs,

α2=p21β1+p22β2+…+p2,t-1βt-1+p2tαs,

     ……

αs-1=ps-1,1β1+ps-1,2β2+…+ps-1,t-1βt-1+ps-1,tαs,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

这里

pij∈R,i=1,2,…,s-1,j=1,2,…,t.

上式亦可写成

α1-p1tαs=p11β1+p12β2+…+p1,t-1βt-1,

α2-p2tαs=p21β1+p22β2+…+p2,t-1βt-1,

     ……

αs-1-ps-1,tαs=ps-1,1β1+ps-1,2β2+…+ps-1,t-1βt-1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

由α1,α2,…,αs 线性无关,可以证明α1-p1tαs,α2-p2tαs,…,αs-1-ps-1,tαs 亦线性无关.
从而由上式与归纳假设有s-1≤t-1,即s≤t.

推论3.2.2 设向量组α1,α2,…,αs 可由向量组β1,β2,…,βt 线性表示,且s>t,则α1,

α2,…,αs 必线性相关.
推论3.2.3 Rn 中任意n+1个向量必线性相关.
定理3.2.5及其推论说明了一个向量组所含向量的个数与其线性相关性的密切联系.
下面举例说明以上几个定理的应用.
【例3 2 4】 设向量α 可由向量组β1,β2,…,βt 线性表示.证明:表示方法唯一的充要

条件是β1,β2,…,βt 线性无关.
证明 充分性,设β1,β2,…,βt 线性无关.α 可由β1,β2,…,βt 线性表示,则β1,β2,…,

βt,α 线性相关,根据定理3.2.2,α 可由β1,β2,…,βt 唯一线性表示.
必要性,设α 可由β1,β2,…,βt 唯一线性表示为:

α=k1β1+k2β2+…+ktβt. (*)

又若零向量由β1,β2,…,βt 线性表示时方法不唯一,即有不全为零的数l1,l2,…,lt 使得

0=l1β1+l2β2+…+ltβt.

假设li≠0(1≤i≤t),将上面两个等式相减得

α=α-0=(k1-l1)β1+(k2-l2)β2+…+(ki-li)βi+…+(kt-lt)βt.

由于li≠0,ki-li≠ki,与(*)式比较,α 有两种不同的表示方法,由此得出矛盾,因此零向
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量由β1,β2,…,βt 线性表示时表示方法是唯一的(即组合系数全为零).故β1,β2,…,βt 线性

无关.
【例3 2 5】 证明两个等价的线性无关的向量组含有相同个数的向量.
证明 设向量组α1,α2,…,αs 和β1,β2,…,βt 均线性无关且相互等价.
因为α1,α2,…,αs 可由向量组β1,β2,…,βt 线性表示且α1,α2,…,αs 线性无关,根据定

理3.2.4,s≤t,
同理可证t≤s,从而s=t.

习题3 2

1.填空题

(1)向量α=(a1,a2)和向量β=(b1,b2)线性相关的充要条件时    .

(2)向量组α1=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
2
3
4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α3=
3
4
t

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

线性相关,则t=    .

(3)向量组α1=
1
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
0
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α3=
1
a
b

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

线性无关,则a,b满足的关系式为    .

2.选择题

n 维向量α1,α2,…,αs(3≤s≤n)线性无关的充要条件是    .
A.存在一组不全为零的数k1,k2,…,ks 使得k1α1+k2α2+…+ksαs≠0
B.α1,α2,…,αs 中任意两个向量都线性无关

C.α1,α2,…,αs 中存在一个向量,它不能用其余向量线性表示

D.α1,α2,…,αs 中任意一个向量都不能用其余向量线性表示

(2)已知向量组α1,α2,α3,α4 线性无关,则向量组    .
A.α1+α2,α2+α3,α3+α4,α4+α1 线性无关

B.α1-α2,α2-α3,α3-α4,α4-α1 线性无关

C.α1+α2,α2+α3,α3+α4,α4-α1 线性无关

D.α1+α2,α2+α3,α3-α4,α4-α1 线性无关

(3)若向量组α,β,γ 线性无关,α,β,δ 线性相关,则    .
A.α 必可由β,γ,δ 线性表示

B.β必可由α,γ,δ 线性表示

C.δ 必可由α,β,γ 线性表示

D.δ 必不可由α,β,γ 线性表示

(4)设方阵A 的行列式|A|=0,则A 中    .
A.必有两行成比例

B.必有一行元素全为零

C.必有一列向量是其余列向量的线性组合

D.任意列向量是其余列向量的线性组合

·86·



第三章 n维向量空间

3.判断向量组α1=

1
-2
0
3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α2=

2
5
-1
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α3=

3
4
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

的线性相关性.

4.设α1=
1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.问

(1)当t取何值时,向量组α1,α2,α3 线性无关?
(2)当t取何值时,向量组α1,α2,α3 线性相关?
(3)当向量组α1,α2,α3 线性相关时,将α3 表示成α1 和α2 的线性组合.
5.已知α1,α2,α3 线性无关,若α1+2α2,2α2+aα3,3α3+2α1 线性相关,求a 的值.
6.如果向量组α1,α2,…,αs 线性无关,证明向量组α1,α1+α2,…,α1+α2+…+αs 也

线性无关.

7.设α1=

1
1
1
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α2=

1
-1
1
-1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α3=

1
-1
-1
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α4=

1
1
-1
-1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,β=

1
2
3
4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

为 R4 中的向量,试将β 表

示为α1,α2,α3,α4 的线性组合.
8.设向量α 可由向量β1,β2,…,βt线性表示,但不能由其中少于t个的向量线性表示.

证明:β1,β2,…,βt线性无关.
9.已知α1,α2,α3 线性无关,向量β1 能由α1,α2,α3 线性表示,向量β2 不能由α1,α2,

α3 线性表示.证明向量组α1,α2,α3,β1+β2 也线性无关.

第三节 基维数坐标

在第二节中我们讨论了Rn 中向量的线性关系,本节我们将在此基础上研究向量空间的

数量特征———基、维数、坐标及其子空间的结构.

  一、向量组的结构

定义3.3.1 设α1,α2,…,αs 是Rn 中的向量组,若它的一个部分向量组αi1
,αi2
,…,αir

(r≤s)满足:
(1)αi1

,αi2
,…,αir

线性无关;

(2)对任意的αj∈ α1,α2,…,αs{ },αi1
,αi2
,…,αir

,αj 线性相关,

则称αi1
,αi2
,…,αir

为α1,α2,…,αs 的一个极大线性无关组,简称极大无关组.
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  【例3 3 1】 讨论下列向量组的极大无关组:

(1)n 维单位向量组ε1=

1
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,ε2=

0
1
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,…,εn=

0
0
︙

1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

;

(2)α1=
2
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
1
5
2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α3=
4
12
7

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

解 (1)n 维单位向量组ε1=

1
0
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,ε2=

0
1
︙

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,…,εn=

0
0
︙

1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

线性无关,所以极大无关组

为其自身.
(2)因为α1,α2 不成比例,所以α1,α2 线性无关,且α3=α1+2α2,所以α1,α2 为极大

无关组.同理可证得α2,α3;α1,α3 也是极大无关组.
由极大无关组的定义我们容易证得以下结论:
(1)向量组的任一向量都可由其极大无关组唯一线性表示;
(2)向量组与其极大无关组等价;
(3)向量组的极大无关组不一定唯一,但它们彼此等价且均线性无关;
(4)一个向量组的任意两个极大无关组都含有相同个数的向量.
定义3.3.2 向量组α1,α2,…,αs 的极大无关组所含向量的个数称为该向量组的秩,记

为rα1,α2,…,αs{ }.只含零向量的向量组无极大无关组,规定其秩为零.
定义3.3.3 称以α1,α2,…,αs(∈Rn)为对应列的矩阵[α1,α2,…,αs]为向量组α1,

α2,…,αs 的矩阵.
下面我们来研究向量组的秩和它的矩阵的秩之间的关系:
定理3.3.1 向量组α1,α2,…,αs 的秩等于它的矩阵[α1,α2,…,αs]的秩.

证明 记A=[α1,α2,…,αs],αi=

a1i

a2i

︙

ani

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

 (i=1,2,…,s).

设r(A)=r,则A 中有一r阶子式D≠0,不妨设D 位于A 的左上角.
下面证明A 的前r列线性无关,令

k1α1+k2α2+…+krαr=0.

写成方程组的形式,即
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a11k1+a12k2+…+a1rkr=0,

a21k1+a22k2+…+a2rkr=0,

     ……

ar1k1+ar2k2+…+arrkr=0,

     ……

an1k1+an2k2+…+anrkr=0,

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

其中前r个方程的系数行列式D≠0,根据克拉默法则前r 个方程只有唯一的零解,从而整

个方程组也只有零解ki=0(i=1,2,…,r),从而α1,α2,…,αr 线性无关.
对任意的i(i=1,2,…,n),作r+1阶行列式

Ci=

a11 a12 … a1r a1,r+1

a21 a22 … a2r a2,r+1

︙ ︙ ︙ ︙

ar1 ar2 … arr ar,r+1

ai1 ai2 … air ai,r+1

.

当1≤i≤r时,Ci 中有两行相同,故Ci=0;
当r+1≤i≤n 时,Ci 是A 中的一个r+1阶子式,也有Ci=0,将Ci 按最后一行展

开得:

ai1D1+ai2D2+…+ai,r+1D=0,

其中D1,D2,…,Dr 分别是Ci 中ai1,ai2,…,air的代数余子式,它们与i的选取无关.
在上式中分别令i=1,2,…,n 得:

a11D1+a12D2+…+a1rDt+a1,r+1D=0,

a21D1+a22D2+…+a2rDt+a2,r+1D=0,

     ……

an1D1+an2D2+…+anrDt+an,r+1D=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

写成向量的形式即得:

D1α1+D2α2+…+Drαr+Dαr+1=0,

因D≠0,故α1,α2,…,αr,αr+1线性相关,从而αr+1可由α1,α2,…,αr 线性表示.
同理αr+2,…,αs 均可由α1,α2,…,αr 线性表示,从而α1,α2,…,αr 是α1,α2,…,αs 的

一个极大无关组.所以rα1,α2,…,αs{ }=r(α1,α2,…,αs).
在定理的证明过程中我们可以发现,α1,α2,…,αs 的一个极大无关组就是它的矩阵

(α1,α2,…,αs)的一个r阶非零子式所在列的列向量.且α1,α2,…,αs 中的任意r个线性无

关的向量均构成向量组α1,α2,…,αs 的一个极大无关组.
定理3.3.2 向量组α1,α2,…,αs 线性无关的充要条件是rα1,α2,…,αs{ }=s.
证明 ⇒显然.

⇐若rα1,α2,…,αs{ }=s,则r(α1,α2,…,αs)=s.从而A=(α1,α2,…,αs)中有s阶
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非零子式,故A 的s个列向量为α1,α2,…,αs 的极大无关组,从而α1,α2,…,αs 线性无关.
推论3.3.1 向量组α1,α2,…,αs 线性相关的充要条件是rα1,α2,…,αs{ }<s.
推论3.3.2 n 个n 维向量α1,α2,…,αn 线性相关的充要条件是行列式|A|≠0,其中

A=(α1,α2,…,αn).
下面我们通过例子来说明怎样求向量组的秩和极大无关组,以及如何判断它们的线性

相关性.

【例3 3 2】 设向量α1=

1
-1
2
4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α2=

0
3
1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α3=

3
0
7
14

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α4=

1
-1
2
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α5=

2
1
5
6

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,判断向

量组α1,α2,α3,α4,α5 的线性相关性,并求其秩和一个极大无关组.
解 对α1,α2,α3,α4,α5 的矩阵做初等行变换

A=(α1,α2,α3,α4,α5)=

1 0 3 1 2
-1 3 0 -1 1
2 1 7 2 5
4 2 14 0 6

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 0 3 1 2
0 3 3 0 3
0 1 1 0 1
0 2 2 -4 -2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 0 3 1 2
0 1 1 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 -4 -4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 0 3 1 2
0 1 1 0 1
0 0 0 -4 -4
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=B.

因为r(A)=3<5,所以α1,α2,α3,α4,α5 线性相关,且rα1,α2,…,α5{ }=r(A)=3.

因为在梯形矩阵B 中三阶子式

1 0 1
0 1 0
0 0 -4

=-4≠0,所以B 的第1,2,4列是B 的列

向量的极大无关组,相应的,原向量组中α1,α2,α4 构成α1,α2,α3,α4,α5 的一个极大无

关组.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

􀤂
􀤂
􀤂

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀦂 􀦂

􀦂􀦂

  【注】 在例3 3 1中α1,α2,α5 和α1,α3,α4 等都是α1,α2,α3,α4,α5 的极

大无关组,这说明了一个向量组可能有多个极大无关组.
 

【例3 3 3】 设向量组α1=

1
1
1
3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α2=

-1
-3
5
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α3=

13
2
-1

p+2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α4=

-2
-6
10
p

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

问:(1)p 为何值时,该向量组线性无关? 并将向量α=(4,1,6,10)T 用α1,α2,α3,α4

线性表出.
(2)p 为何值时,该向量组线性相关? 并求出它的秩和它的一个极大无关组.
解 对α1,α2,α3,α4,α 的矩阵做初等行变换
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A=(α1,α2,α3,α4,α)=

1 -1 3 -2 4
1 -3 2 -6 1
1 5 -1 10 6
3 1 p+2 p 10

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 -1 3 -2 4
0 -2 -1 -4 -3
0 6 -4 12 2
0 4 p-7 p+6 -2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 -1 3 -2 4
0 -2 -1 -4 -3
0 0 -7 0 -7
0 0 p-9 p-2 -8

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 -1 3 -2 4
0 -2 -1 -4 -3
0 0 1 0 1
0 0 0 p-2 1-p

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

(1)当p≠2时,向量组α1,α2,α3,α4 线性无关.设α=x1α1+x2α2+x3α3+x4α4,
从而有方程组

x1-x2+3x3-2x4=4,

x1-3x2+2x3-6x4=1,

x1+5x2-x3+10x4=6,

3x1+x2+ p+2( )x3+px4=10.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

解得

x1=2,x2=
3p-4
p-2

,x3=1,x4=
1-p
p-2

.

(2)当p=2时,向量组α1,α2,α3,α4 线性相关,且秩为3,α1,α2,α3 是一个极大无

关组.
【例3 3 4】 设α1,α2,α3∈Rn,β1=α1-α2,β2=α2-α3,β3=α3-α1,若β1,β2,β3

线性无关,证明α1,α2,α3 也线性无关.
证明 因为β1,β2,β3 线性无关,
所以rβ1,β2,β3{ }=3.
又β1,β2,β3 可由α1,α2,α3 线性表示:

(β1,β2,β3)=(α1,α2,α3)
1 0 1
1 1 0
0 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

所以rα1,α2,α3{ }=r(α1,α2,α3)≥r(β1,β2,β3)=3,
所以rα1,α2,α3{ }=3,从而α1,α2,α3 也线性无关.
定理3.3.3 若向量组α1,α2,…,αs 可由向量组β1,β2,…,βt 线性表示,则

rα1,α2,…,αs{ }≤rβ1,β2,…,βt{ }.

推论3.3.3 等价的向量组具有相同的秩,但反之不一定成立.

  二、向量空间Rn 及其子空间

定义3.3.4 设W 是Rn 的子空间,α1,α2,…,αr 是W 中的一组向量,满足
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(1)α1,α2,…,αr 线性无关;
(2)W 中任一向量α 都是α1,α2,…,αr 的线性组合,则称α1,α2,…,αr 为子空间W 的

一组基底(简称基),r称为W 的维数,记为dimW=r,并称W 为r维向量空间.
在理解空间的基和维数定义的基础上,我们还需要注意下面的一些结论:
(1)Rn 的零子空间没有基底,规定其秩为0;
(2)子空间W 的维数是一个常数,与基的选取无关;
(3)n 维单位向量ε1,ε2,…,εn 是Rn 的一组基(称为标准基).
(4)由向量组α1,α2,…,αS 生成的子空间的维数等于该向量组的秩,即

dimL(α1,α2,…,αS)=rα1,α2,…,αS{ }

定理3.3.4 设W 是Rn 的子空间,则
(1)W 的任一基底含有相同个数的向量;
(2)若α1,α2,…,αr 是W 的一组基,则W 中任意r+1个向量线性相关,且任意r个线

性无关的向量都是W 的基.
定义3.3.5 若α1,α2,…,αr 是W 的一组基,则W 中任一向量α 都可唯一地表示为

α=x1α1+x2α2+…+xrαr,则数组

x1

x2

︙

xr

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为向量在基α1,α2,…,αr 下的坐标.

  三、基变换和坐标变化

在给出向量在基下的坐标后,我们知道同一向量在不同基底下的坐标是不一样的,那么

它们之间有什么联系吗?
定义3.3.6 设ξ1,ξ2,…,ξn 与η1,η2,…,ηn 是Rn 的两组基,则它们是等价的向量组,

因此

(ξ1,ξ2,…,ξn)P, (*)

其中P 是n 阶满秩矩阵,称P 为由基ξ1,ξ2,…,ξn 到基η1,η2,…,ηn 的过渡矩阵.设向量α
在基ξ1,ξ2,…,ξn 与η1,η2,…,ηn 下的坐标分别为

X=

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,Y=

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

则由

α=x1ξ1+x2ξ2+…+xnξn=[ξ1,ξ2,…,ξn]

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,
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α=x1η1+x2η2+…+xnηn=(η1,η2,…,ηn)

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

及过渡矩阵知

α=(η1,η2,…,ηn)

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

=[(ξ1,ξ2,…,ξn)P]

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

=(ξ1,ξ2,…,ξn)

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

由坐标的唯一性得

x1

x2

︙

xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

=P

y1

y2

︙

yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

即有X=PY 或者Y=P-1X. (**)
我们将(*)与(**)式分别称为基变换公式和坐标变换公式.
【例3 3 5】 已知R3 的两个基为

α1=
1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
1
0
-1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α3=
1
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;β1=
1
2
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β2=
2
3
4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β3=
3
4
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

求(1)由基α1,α2,α3 到基β1,β2,β3 的过渡矩阵.

(2)求向量α=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在基α1,α2,α3 下的坐标.

解 (1)设由基α1,α2,α3 到基β1,β2,β3 的过渡矩阵为P,则(β1,β2,β3)=P(α1,α2,

α3),所以

P=(α1,α2,α3)-1(β1,β2,β3)=
1 1 1
1 0 0
1 -1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

-1 1 2 3
2 3 4
1 4 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

=

0 1 0
1
2 0 -

1
2

1
2 -1

1
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

1 2 3
2 3 4
1 4 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=

2 3 4
0 -1 0
-1 0 -1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.
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(2)设α=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在基α1,α2,α3 下的坐标为X=

x1

x2

x3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

则得方程组

x1+x2+x3=1,

x1 =2,

x1-x2+x3=3.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以向量α=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在基α1,α2,α3 下的坐标为X=
2
-1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

习题3 3

1.选择题

设向量α1=

a1

a2

a3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,α2=

b1
b2
b3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,α3=

c1
c2
c3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,则三条直线aix+biy+ci=0(i=1,2,3;a
2
i+

b2i≠0)交于一点的充要条件是    .
A.α1,α2,α3 线性相关

B.α1,α2,α3 线性无关

C.α1,α2,α3 线性相关,α1,α2 线性无关

D.r(α1,α2,α3)=r(α1,α2)

(2)向量组β1=
1
1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β2=
1
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β3=
0
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,则该向量α=
1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在这组基下的坐标是

    .
A.[1,0,0] B.[0,1,0]

C. 12
,1
2
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú D.[1,1,1]

(3)设向量组β1=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β2=
2
4
6

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β3=
1
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,则由β1,β2,β3 生成的子空间的维数

dimL(β1,β2,β3)=    .
A.1 B.2 C.3 D.0
2.求下列向量组的秩和极大无关组.

(1)α1=
1
-2
2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α2=
0
-4
4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α3=
0
-6
6

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,α4=
1
2
-1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;
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(2)α1=

-4
-1
3
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α2=

8
-2
6
4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α3=

3
-1
4
-2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α4=

6
-2
8
4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

;

(3)α1=

1
3
2
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α2=

7
0
13
3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α3=

2
-1
0
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α4=

5
1
6
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,α5=

2
-1
4
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

3.已知R4 的两组基为

α1=(1,2,-1,0),

α2=(1,-1,1,1),

α3=(-1,2,1,1),

α4=(-1,-1,0,1)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

 与 

β1=(2,1,0,1),

β2=(0,1,2,2),

β3=(-2,1,1,2),

β4=(1,3,1,2).

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(1)求由α1,α2,α3,α4 到β1,β2,β3,β4 的过渡矩阵;
(2)求α=(1,2,1,1)在这两组基下的坐标.
4.设α1,α2,…,αs 与β1,β2,…,βt 是Rn 中的向量.
证 明:L (α1,α2,…,αs )= L (β1,β2,…,βt )当 且 仅 当 向 量 组

α1,α2,…,αs{ }~β1,β2,…,βt{ }.
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扫码可见本章

学习资源

第四章 线性方程组

线性方程组是线性代数的基本内容之一,我们前面用克莱默法则解决一类方程个数与未知

量个数相同的方程组.本章将讨论一般的线性方程组,它有s个方程,n个未知数.它的一般形式为

a11x1+a12x2+…+a1mxn=b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2,

    ……

as1x1+as2x2+…+asnxn=bs,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(4 1 1)

其中x1,x2,…,xn 代表n 个未知量的系数,s是方程的个数;aij(i=1,2…,s;j=1,2…,n)
称为方程组的系数;bi(i=1,2,…,s)称为常数项.

矩阵

A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

as1 as2 … asn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为方程组(4 1 1)的系数矩阵.
而矩阵

(A|B)=

a11 a12 … a1n b1
a21 a22 … a2n b2
︙ ︙ ︙ ︙

as1 as2 … asn bs

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

称为方程组(4 1 1)的增广矩阵.

第一节 消元法

我们来回顾一下中学学过的消元法解线性方程组,例如解线性方程组

2x1- x2- 3x3=1,

1
2
x1-

1
2
x2-

1
2
x3=1,

3x1+ 2x2- 5x3=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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解 第二个方程乘以2,然后与第一个方程交换位置,得

x1- x2- x3=2,

2x1- x2-3x3=1,

3x1+2x2-5x3=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

第二个方程减去第一个方程的2倍,第三个方程减去第一个方程的3倍,得

x1- x2- x3=2,

x2- x3=-3,

5x2-2x3=-6.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

第三个方程减去第二个方程的5倍,得

x1-x2- x3=2,

x2- x3=-3,

3x3=9.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

第三个方程乘以
1
3
,得

x1-x2-x3=2,

x2-x3=-3,

x3=3.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

第一个方程加上第三个方程,第二个方程加上第三个方程,得

x1-x2=5,

x2=0,

x3=3.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

从而求得原方程组的解为

x1=5,

x2=0,

x3=3.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

上述对方程所做的变换由以下三种基本变换所构成:
(1)交换两个方程的位置;
(2)用一个非零的数乘某一个方程;
(3)将一个方程乘以某个常数加到另一个方程上.
可以看出,消元的过程就是反复实行上述三种初等变换的过程,同时我们可以观察到对

方程组所做的初等变换分别对应于其增广矩阵的初等行变换.其实容易证明初等变换把方

程组变成同解方程组,这里我们作为结论直接应用.方程组在变换前后的同解关系也可理解

为其增广矩阵经初等行变换后行向量组的等价关系.因此所谓的消元法,就是对方程组所对

·97·



线 性 代 数

应的增广矩阵进行初等行变换,化为阶梯形矩阵.然后再解该阶梯形矩阵所对应的方程组,
即原方程的同解方程组.

【例4 1 1】 求解下面的线性方程组

x1+2x2+ x3+3x4=1,

x1+2x2+2x3+3x4=1,

2x1+4x2+2x3+5x4=2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 该方程组所对应的增广矩阵为

1 2 1 3 1
1 2 2 3 1
2 4 2 5 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

对其进行初等行变换.

1 2 1 3 1
1 2 2 3 1
2 4 2 5 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 2 1 3 1
0 0 1 0 0
0 0 0 -1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

得到原来方程组的同解方程组

x1+2x2+x3+ 3x4=1,

x3 =0,

-x4=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即

x1=1-2x2,

x3=0,

-x4=0,

x2 为自由未知量.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

习题4 1

用消元法解下列线性方程组:

1.

x1+2x2+ x3+ x4=1,

x1+ x2+2x3+3x4=3,

2x1+3x2-2x3+6x4=2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

2.

2x1+ x2-5x3+ x4=8,

x1-3x2 -6x4=9,

2x2- x3+2x4=-5,

x1+4x2-7x3+6x4=0.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï
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3.

x1- x2+3x3+ x4=0,

-2x1+ x2-2x3+ x4=0,

-x1-3x2+5x3+2x4=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

4.

x1+2x2+3x3+4x4=1,

2x1+3x2+ x3+2x4=3,

x1+2x2+ x3- x4=2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

第二节 线性方程组解的存在定理

由上一节我们知道,对于线性方程组我们可以通过消元法求出它的解,那么是不是所有

的线性方程组都有解呢? 如果不是,那么一个方程组在满足什么条件下才有解? 如果有解,
有多少组解呢?

下面我们先用矩阵秩的概念给出一般线性方程组解的存在性定理.
定理4.2.1 线性方程组AX=B 有解的充要条件是其系数矩阵A 的秩与其增广矩阵

(A B)的秩相等,即rA=rA|B.
证明 方程组AX=B 可以写成向量的形式

x1α1+x2α2+…+xnαn=β,

其中αi= a1i,a2i,…,asi[ ]T 是系数矩阵A 的第i列,β= b1,b2,…,bs[ ]T.
必要性:若该方程组有解,即向量β可以由向量组α1,α2,…,αn 线性表示,所以向量组

α1,α2,…,αn,β与向量组α1,α2,…,αn 等价.从而r(α1,α2,…,αn)=r(α1,α2,…,α,β),
即rA=rA|B.

充分性:若rA=rA|B,则(A|B)的列向量的极大线性无关组就是A 的列向量的极大线性

无关组,因此β可由A 的列向量线性表示,从而方程组有解.
【例4 2 1】 判定线性方程组

x1+2x2+ x3+2x4=1,

2x1+3x2+4x3+3x4=3,

x1+ x2+3x3+2x4=2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

是否有解?
解 对方程组的增广矩阵施行初等行变换

(A|B)=
1 2 1 2 1
2 3 4 3 3
1 1 3 2 2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 2 1 2 1
0 -1 2 -1 1
0 -1 2 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 2 1 2 1
0 -1 2 -1 1
0 0 0 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

可知rA=3=rA|B,故该线性方程组有解.
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  【例4 2 2】 判定线性方程组

-3x1+x2+4x3=1,

x1+x2+ x3=0,

-2x1+ x3=-1,

x1+x2-2x3=λ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

当λ为何值时有解?
解 对方程组的增广矩阵进行初等行变换

(A|B)=

-3 1 4 1
1 1 1 0
-2 0 1 -1
1 1 -2 λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 1 1 0
-3 1 4 1
-2 0 1 -1
1 1 -2 λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 1 1 0
0 4 7 1
0 2 3 -1
0 0 -3 λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 1 1 0
0 2 3 -1
0 0 1 3
0 0 -3 λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

→

1 1 1 0
0 2 3 -1
0 0 1 3
0 0 0 λ+9

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

可知rA=3,rA B=
3,λ=-9,

4,λ≠-9.{
故当λ=-9时,rA=rA B,方程组有解.
【例4 2 3】 设t1,t2,t3,t4 是互不相等的实数,证明方程组

x1+ x2+ x3=1,

t1x1+t2x2+t3x3=t4,

t21x1+t
2
2x2+t

2
3x3=t

2
4,

t31x1+t
3
2x2+t

3
3x3=t

3
4

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

无解.
证明 因t1,t2,t3,t4 互不相等,所以由范得蒙得(Vandermonde)行列式可知

1 1 1 1
t1 t2 t3 t4

t21 t22 t23 t24

t31 t32 t33 t34

= П
1≤j<i≤4

(ti-tj)≠0.

这表明,原方程组的增广矩阵的秩为4,由于系数矩阵是4×3阶矩阵,所以其秩小于等

于3.因此,增广矩阵的秩不等于系数矩阵的秩.故原方程组无解.
前面我们解决了方程组在什么条件下有解这个问题,现在来研究方程组解的个数问题.

关于这个问题有下面这样一个定理.
定理4.2.2 如果线性方程组AX=B 有解,则
(1)当rA=rA B<n(n 为方程组中未知量的个数),该线性方程组有无穷多组解;
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第四章 线性方程组

(2)当rA=rA B=n 时,该方程组有唯一解.
证明 利用初等变换解一般线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2,

     ……

as1x1+as2x2 +…+asnxn=bs.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(4 2 1)

首先看方程组中x1 的系数,若a11,a21,…,as1全为零,则x1 没有任何限制,即x1 可取

任意值,从而方程组(4 2 1)可以看作是x2,…,xn 的方程组来解.如果x1 的系数不全为

零,不妨设a11≠0,分别把第一个方程的-
ai1

a11
倍加到第i个方程(i=2,…,s).于是(4 2 1)就

变成

      

a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1,

a'22x2+…+a'2nxn=b'2,

          ……

a's2x2+…+a'snxn=b's,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(4 2 2)

其中

a'ij=aij-
ai1

a11
·a1j, i=2,…,s, j=2,…,n.

再考虑方程组

a'22x2+…+a'2nxn=b'2,

   ……

a's2x2+…+a'snxn=b's.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(4 2 3)

显然方程组(4 2 2)有解当且仅当方程组(4 2 3)有解,而(4 2 1)与(4 2 2)是
同解的,从而方程组(4 2 1)有解当且仅当方程组(4 2 3)有解.

对方程组(4 2 3)重复上面的讨论,并且一步步做下去,最后就得到一个阶梯形方程

组.为了讨论的方便,不妨设所得的阶梯形方程组为

c11x1+c122x2+…+c1rxr+…+c1nxn=d1,

   c22x2+…+c2rxr+…+c2nxn=d2,

         ……

        crrxr+…+crnxn=dr,

               0=dr+1,

               0=0,

               ……

               0=0,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(4 2 4)
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其中 cii≠0,i=2,…,r.
方程组(4 2 4)中的“0=0”这样一些恒等式可能不出现也可能出现,这时去掉它们不

影响(4 2 4)的解.而且(4 2 1)与(4 2 4)是同解的.
考察方程组的解的情况:

①dr+1≠0时,方程组(4 2 4)无解,从而(4 2 1)无解.
②dr+1=0时,方程组(4 2 4)有解,从而(4 2 1)有解,此时去掉“0=0”的方程.分

两种情况:

ⅰ)若r<n,这时阶梯形方程组可化为

c11x1+c12x2+…+c1rxr=d1-c1,r+1xr+1-…-c1nxn,

   c22x2+…+c2rxr=d2-c2,r+1xr+1-…-c2nxn,

         ……

        crrxr=dr-cr,r+1xr+1-…-crnxn,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(4 2 5)

其中 cii≠0,  i=2,…,r.
此时方程组有无穷多个解.
ⅱ)若r=n,这时阶梯形方程组为

c11x1+c12x2+…+c1nxn=d1,

   c22x2+…+c2nxn=d2,

      ……

        cnnxn=dn,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(4 2 6)

其中

cii≠0,  i=2,…,n.

此时方程组有唯一解.
推论4.2.1 对于齐次方程组AX=0,当且仅当rA<n 时有非零解.
证明 对于齐次方程组AX=0,很自然地满足系数矩阵的秩与增广矩阵的秩相等,即

rA=rA 0.因此由定理4.2.2可知本结论成立.
当A 是方阵时,我们很自然地又有下面的结果.
推论4.2.2 若A 是n 阶方阵,AX=0有非零解当且仅当|A|=0.

习题4 2

1.判定下列方程组是否有解:

(1)
x1+ x2+ x3=1,

3x1+ 5x2+2x3=4,

9x1+25x2+4x3=16;

ì

î

í

ï
ï

ïï

      (2)
2x1+ x2+ x3=1,

x1- 3x2+ 4x3=2,

11x1-12x2+17x3=13.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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  2.当λ为何值时下面方程组有解:

(1)
λx1+x2+x3=1,

x1+λx2+x3=λ,

x1+x2+λx3=λ2;

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)
λx1- λx2 =1-λ,

x1+(λ+1)x2+ x3=λ,

x1+ x2+(λ+1)x3=λ2.

ì

î

í

ï
ï

ïï

第三节 线性方程组解的结构

前面我们已经解决了方程组何时有解,以及在有解条件下解的个数问题,那么当方程组有

无穷多解时,方程组的众多解之间有什么样的关系呢? 下面就来讨论线性方程组解的结构问

题.本节所讨论的方程组的解都是以向量X 的形式给出,并且所讨论的方程组都满足解的存在

性定理.我们首先看齐次方程组的解的情况,然后在此基础上研究非齐次方程组的解的结构.

  一、齐次方程组解的结构

首先我们来看齐次方程组AX=0解的一些基本性质.
性质4.3.1 如果X1,X2 分别满足AX1=0,AX2=0,则A(X1+X2)=0.
性质4.3.2 如果X 满足AX=0,则对任意的常数k,有A(kX)=0.
这两个性质是很显然的,它说明齐次线性方程组的任意两个解的线性组合仍然是该方

程组的解.现在我们从向量空间的角度来看,假设用W 来表示齐次方程组所有解构成的集

合,很显然它是n 维向量空间Rn 的非空子集,由前面两个性质可以发现W 中的元素满足对

加法和数乘的封闭,从而可以知道W 是Rn 的一个子空间.也就是说齐次方程组AX=0的所

有解构成一个Rn 的子空间,称之为齐次方程组AX=0的解空间.由前面向量空间的知识可

以知道,要研究解空间,就必须要研究解空间的基底和维数.只要求出一组基底,就可以把所

有的解表示出来.在方程组理论中,称这组基底为一组基础解系.
定义4.3.1 设η1,η2,…,ηm 为齐次方程组AX=0的解,并且满足

(1)η1,η2,…,ηm 线性无关;
(2)方程组AX=0的任意一个解X 都可以由η1,η2,…,ηm 线性表示,即

X=k1η1+k2η2+…+kmηm,

其中k1,k2,…,km 为任意常数,则称η1,η2,…,ηm 为齐次方程组AX=0的基础解系.X 称

为齐次方程组AX=0的通解.
下面的定理就给出了齐次方程组基础解系的求法以及解空间的维数问题.
定理4.3.1 在齐次线性方程组AX=0有非零解的情况下,它有基础解系,并且基础解

系所含解向量的个数等于n-r,r=rA.
证明 如果rA<n,则系数矩阵A 中必有一个r阶的非零子式,不妨设

a11 a12 … a1r

a21 a22 … a2r

︙ ︙ ︙

ar1 ar2 … arr

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

·58·



线 性 代 数

则齐次方程组可写成

a11x1+a12x2+…+a1rxr=-a1,r+1+xr+1-…-a1nxn,

a21x1+a22x2+…+a2rxr=-a2,r+1xr+1-…-a2nxn,

           ……

ar1x1+ar2x2+…+arrxr=-ar,r+1xr+1-…-arnxn.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(4 3 1)

用n-r 组数 (1,0,…,0),(0,1,…,0),…,(0,0,…,0)代入自由未知量xr+1,

xr+2,…,xn,就得到(4 3 1)的解,也就是AX=0的n-r个解

η1=[c11,c12,…,c1r,1,0,…,0]T,

η2=[c21,c22,…,c2r,0,1,…,0]T,

     ……

ηn-r=[cn-r,1,cn-r,2,…,cn-r,r,0,0,…,1]T.

下面证明η1,η2,…,ηn-r是AX=0的基础解系.
首先证明η1,η2,…,ηn-r线性无关的.
事实上,若

k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r=0,

即

k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r=[*,…,k1,k2,…,kn-r]T=[0,0,…,0]T.

所以k1=k2=…=kn-r=0,从而η1,η2,…,ηn-r线性无关的.
其次证明齐次方程组AX=0任意一个解X=(a1,a2,…,an)可由η1,η2…,ηn-r线性

表出.
事实上,由η1,η2,…,ηn-r是AX=0的解可以知道

ar+1η1+ar+2η2+…+anηn-r

也为AX=0的解,即

ar+1η1+ar+2η2+…+anηn-r=[*,…,*,ar+1,ar+2,…,an]T

为AX=0的解.它与X 的最后n-r个分量相同,即自由未知量的值相同,所以它们为同一

个解,即

X=ar+1η1+ar+2η2+…+anηn-r.

由前面的证明可知,η1,η2,…,ηn-r是AX=0的一个基础解系.从而定理得到了证明,而且

可以知道齐次方程组AX=0的通解为

X=k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r,

其中k1,k2,…,kn-r为任意常数.
注意,齐次方程组AX=0的基础解系并不是唯一的,实际上,方程组AX=0的任意

n-r个线性无关的解都是它的一个基础解系,但是不同基础解系所含线性无关的解向量的
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个数是相同的,等于n-r.也就是求解方程组过程中出现的自由未知量的个数.由此可见,齐
次线性方程组AX=0的解空间是一个n-r维向量空间.

现在总结出求齐次线性方程组的通解步骤是:
(1)对方程组AX=0的系数矩阵A 做初等行变换,化为阶梯形矩阵;
(2)解阶梯形矩阵所对应的方程组得出基础解系η1,η2,…,ηn-r.
(3)写出通解X=k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r,k1,k2,…,kn-r为任意常数.
【例4 3 1】 求齐次线性方程组

x1+ x2- x3- x4=0,

2x1-5x2+3x3+2x4=0,

7x1-7x2+3x3+ x4=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的基础解系及通解.
解 对方程组的系数矩阵进行初等行变换

A=
1 1 -1 -1
2 -5 3 2
7 -7 3 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 1 -1 -1
0 -7 5 4
0 -14 10 8

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 1 -1 -1
0 -7 5 4
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

可见r(A)=2,从而方程组基础解系所含解向量的个数为4-2=2.
由同解方程组

x1+ x2- x3- x4=0,

-7x2+5x3+4x4=0,{
解出x1,x2得

x1=
2
7
x3+

3
7
x4,

x2=
5
7
x3+

4
7
x4.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

令x3=1,x4=0,得

η1=

2/7
3/7
1
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

令x3=0,x4=1,得

η1=

5/7
4/7
0
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.
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得原方程的基础解系为η1,η2.故通解为

X=k1η1+k2η2,

k1,k2 为任意常数.
【例4 3 2】 求齐次方程组

x1+2x2-x3+4x4=0,

x1+3x2-x3+4x4=0,

x1+2x2-x3+λx4=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的基础解系,其中λ为参数.
解 对方程组的系数矩阵进行初等行变换

A=
1 2 -1 4
1 3 -1 4
1 2 -1 λ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 2 -1 4
0 1 0 0
0 0 0 λ-4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

当λ=4时,

A →
1 2 -1 4
0 1 0 0
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

rA=2,n=4,故基础解系含有两个解向量.同解方程组为

x1+2x2-x3+4x4=0,

       x2=0,{
解得

x1=x3-4x4,

x2=0,

x3,x4 为自由未知量.

ì

î

í

ï
ï

ïï

取x3=1,x4=0得x1=1,即有

η1=

1
0
1
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

取x3=0,x4=1得x1=-4,即有

η2=

-4
0
0
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.
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η1,η2 即为方程组的基础解系.
当λ≠4时,

A →
1 2 -1 4
0 1 0 0
0 0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

rA=3,n=4,故基础解系含有1个解向量.此时同解方程组为

x1+2x2-x3+4x4=0,

x2=0,

x4=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得

x1=x3,

x2=0,

x4=0,

x3 为自由未知量,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

取x3=1,得x1=1,得此时基础解系为

η=[1,0,1,0]T.

  二、非齐次方程组解的结构

现在来考虑一般的非齐次方程组AX=B 的解.非齐次方程组AX=B 与它所对应的齐

次方程组AX=0有着密切的联系,通常把与AX=B 相对应的齐次方程组AX=0称为

AX=B 的导出组.
先来看一看非齐次方程组AX=B 解的一些性质.
性质4.3.3 若X1,X2 是AX=B 的任意的两个解,则X1-X2 是导出组AX=0的解,即

A(X1-X2)=0.

证明 由条件可知,AX1=B,AX2=B,故

A(X1-X2)=AX1-AX2=B-B=0.

性质4.3.4 若X 是AX=B 的任意一个解,X0 是导出组AX=0的解,则X+X0 是

AX=B 的一个解,即

A(X+X0)=B.

证明 由条件可知

AX=B,AX0=0,

从而
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A(X+X0)=AX+AX0=B+0=B.

这两个性质说明,非齐次方程组AX=B 的任意两个解之差是其导出组的解,AX=B 的

任意一个解加上导出组的任意解仍是AX=B 的解.
关于非齐次方程组AX=B 解的结构,有下面的定理.
定理4.3.2 设η0 是非齐次方程组AX=B 的一个特解η1,η2,…,ηn-r是其导出组

AX=0的基础解系,则该非齐次方程组的通解是

X=η0+k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r,

这里k1,k2,…,kn-r为任意常数.
证明 设X 是非齐次方程组AX=B 的任意一个解,则

X=η0+(X-η0).

由性质4.3.3可知,X-η0 是导出组AX=0的一个解,因此,X-η0 可以由导出组

AX=0的基础解系η1,η2,…,ηn-r线性表示,即

X-η0=k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r,

从而

X=η0+k1η1+k2η2+…+kn-rηn-r.

这就说明AX=B 的任意一个解都可以写成上面的形式.X 称为非齐次方程组AX=B
的通解.

从该定理还可以得到如下推论.
推论4.3.1 非齐次方程组AX=B 有解时,它只有唯一解的充分必要条件是其导出组

AX=0只有零解,即rA=n.
【例4 3 1】 求非齐次方程组

x1+ x2- x3=2,

2x1- x2+ x3=4,

3x1+2x2-2x3=6

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的通解.
解 对方程组的增广矩阵做初等行变换

1 1 -1 2
2 -1 1 4
3 2 -2 6

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 1 -1 2
0 -3 3 0
0 -1 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 1 -1 2
0 -3 3 0
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

可见rA=rA|B=2,故该方程组有无穷多组解,并且n-rA=3-2=1,故其导出组含有两

个解向量.
原方程组的通解方程组为

x1+ x2- x3=2,

-3x2+3x3=0,{
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第四章 线性方程组

解之得

x1=2,

x2=x3,

x3 为自由未知量.

ì

î

í

ï
ï

ïï

令x3=1,得一个特解为

η0=
2
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

导出组的同解方程组为

x1+ x2- x3=0,

-3x2+3x3=0,{
解之得

x1=0,

x2=x3,

x3 为自由未知量.

ì

î

í

ï
ï

ïï

取x3=1,得导出组的基础解系为

η=
0
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

从而所求非齐次方程组的通解为

X=η0+kη.

这里k为任意常数.
【例4 3 2】 讨论λ取何值时,下列方程组有解? 在有解时求出通解.

λx1+x2+x3=1,

x1+λx2+x3=λ,

x1+x2+λx3=λ2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 先计算系数矩阵A 的行列式,

|A|=
λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

=(λ+2)(λ-1)2.

当λ≠1且λ≠2时,|A|≠0,由克莱姆法则可知,线性方程组有唯一解.且
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x1=
1+λ
λ+2

,

x2=
1

λ+2
,

x3=
(1+λ)2

λ+2
.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

当λ=1时,非齐次方程组的增广矩阵为

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

对其进行初等行变换得

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
→
1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

可见此时rA=rA|B=1,方程组有无穷多解,并且其导出组的基础解系含有两个解向量.
由同解方程组

x1+x2+x3=1,

解得

x1=1-x2-x3,

x2,x3 为自由未知量.{
取x2=x3=1,得原方程组的一个特解为

η0=
-1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

其导出组的同解方程组为

x1+x2+x3=0,

解得

x1=-x2-x3,

x2,x3 为自由未知量.{
分别取x2=1,x3=0和x2=0,x3=1得导出组的基础解系为

η1=
-1
1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,η2=
-1
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.
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原方程组的通解为

X=η0+k1η1+k2η2=
-1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
+k1

-1
1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
+k2

-1
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

这里k1,k2 为任意常数.
当λ=-2时,原方程组的增广矩阵为

-2 1 1 1
1 -2 1 -2
1 1 -2 4

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

其中有一个三阶子式

1 1 1
-2 1 -2
1 -2 4

=9≠0,

所以rA|B=3,但此时|A|=0,说明rA<3,故rA≠rA|B,从而此时方程组无解.
【例4 3 3】 已知ξ1,ξ2,ξ3 是3元非齐次线性方程组AX=b的解,rA=1,且

ξ1+ξ2=
1
0
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,ξ2+ξ3=
1
1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,ξ3+ξ1=
1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

求方程组的通解.
解 因为3元方程组的系数矩阵rA=1,所以其导出组的基础解系含有两个解向量.由

非齐次线性方程组解的性质知

η1=(ξ2+ξ3)-(ξ1+ξ2)=ξ3-ξ1=
0
1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

η2=(ξ3+ξ1)-(ξ2+ξ3)=ξ1-ξ2=
0
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

是AX=b对应的导出组的解,并且线性无关,所以是基础解系.
容易验证

η0=
1
2
(ξ1+ξ2)=

1/2
0
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

是AX=b的解.
从而可以得到非齐次线性方程组AX=b的通解为
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X=η0+k1η1+k2η2=
1/2
0
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
+k1

0
1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
+k2

0
0
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

这里k1,k2 为任意常数.
【例4 3 4】 问a,b为何值时,线性方程组

x1+ x2+ x3+ x4=0,

x2+ 2x3+2x4=1,

-x2+(a-3)x3-2x4=b,

3x1+ 2x2+ x3+ax4=-1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

有唯一解,无解,有无穷多组解? 并求出有无穷多组解时的通解.
解 

B=(A┊b)
r
→

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 0 a-1 0 b+1
0 0 0 a-1 0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

(1)当a≠1时,rA=4,此时方程组有唯一解;
(2)当a=1时,方程组无解或无穷多解,此时

B=(A┊b)
r
→

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 0 0 0 b+1
0 0 0 0 0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

① 当b=-1时,r(A)=r(B)=2<4,方程组有无穷多解,此时

B=(A┊b)
r
→

1 0 -1 -1 -1
0 1 2 2 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

方程组的通解为

X=k1

1
-2
1
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

+k2

1
-2
0
1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

+

-1
1
0
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

k1,k2 为任意常数;

② 当b≠-1时,r(A)=2,r(B)=3,方程组无解.
综上可得:
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  (1)当a≠1时,方程组有唯一解;
(2)当a=1,b=-1时,方程组有无穷多解;
(3)当a=1,b≠-1时,方程组无解.
【例4 3 5】 设线性方程组

x1+a1x2+a
2
1x3=a

3
1,

x1+a2x2+a
2
2x3=a

3
2,

x1+a3x2+a
2
3x3=a

3
3,

x1+a4x2+a
2
4x3=a

3
4.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(1)证明:a1,a2,a3,a4 两两不相等,则此线性方程组无解;
(2)设a1=a3=k,a2=a4=-k(k≠0),且已知β1,β2 是该方程组的两个解,其中

β1=
-1
1
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,β2=
1
1
-1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

写出此方程组的通解.
证明 (1)r(A)≤3,而

|B|
范德蒙行列式
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅∏1≤j<i≤4(ai-aj)≠0⇒rB=4.

因为r(A)≠r(B),所以线性方程组无解.
(2)计算得r(A)=r(B)=2<3,方程组有无穷多解,且对应的齐次方程组的基础解系

所含解向量个数为n-r(A)=3-2=1个,取为ξ=β1-β2=[-2,0,2]T,则此方程组的通

解为x=β1+kξ,其中k为任意常数.

习题4 3

1.设α1=

a1

a2

a3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,α2=

b1
b2
b3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,α3=

c1
c2
c3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

则三条直线aix+biy+ci=0(i=1,2,3)(其中a2
i+b

2
i≠0,i=1,2,3),交于一点的充分必要

条件(  ).
A.α1,α2,α3 线性相关.
B.α1,α2,α3 线性无关.
C.r(α1,α2,α3)=r(α1,α2)

D.α1,α2,α3 线性相关,α1,α2 线性无关.
2.非齐次线性方程组AX=b中未知量个数为n,方程个数为m,系数矩阵A 的秩为r,

则(  ).
A.r=m 时,方程组AX=b有解
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B.r=n 时,方程组AX=b有唯一解

C.m=n 时,方程组AX=b有唯一解

D.r<n 时,方程组AX=b有无穷多解

3.设有齐次线性方程组AX=0和BX=0,其中A,B 均为m×n 矩阵,现有4个命题:

① 若AX=0的解均是BX=0的解,则rA≥rB
② 若rA≥rB,则AX=0的解均是BX=0的解

③ 若AX=0与BX=0同解,则rA=rB
④ 若rA=rB,则AX=0与BX=0同解

以上命题正确的是(  ).
A.①②      B.①③      C.②④      D.③④
4.求下列齐次线性方程组的基础解系和通解:

(1)
x1+ x2+2x3- x4=0,

2x1+ x2+ x3- x4=0,

2x1+2x2+ x3+2x4=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)
2x1-4x2+ 5x3+ 3x4=0,

3x1-6x2+ 4x3+ 2x4=0,

4x1-8x2+17x3+11x4=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3)
2x1+7x2+3x3+ x4=0,

3x1-6x2+ x3+2x4=0,

2x1-2x2+ x3+2x4=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)
2x1+ x2+2x3+2x4+ x5=0,

x1+3x2+4x3+2x4+2x5=0,

3x1+5x2+6x3+8x4 =0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

5.求下列非齐次方程组的通解:

(1)
4x1+2x2- x3=2,

3x1- x2+2x3=10,

11x1+3x2+ x3=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)
x1-2x2+3x3-4x4=4,

x1+ x2- x3+ x4=-3,

x1+2x2+ x3+2x4=2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3)
3x1+ 4x2+ x3+ 2x4=3,

6x1+ 8x2+2x3+ 5x4=7,

9x1+12x2+3x3+10x4=13.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)

x1+2x2+3x3+ x4=5,

2x1+4x2- x3+ x4=-3,

-x1-2x2+3x3+2x4=8,

x1-2x2-9x3-5x4=21.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï
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6.λ取何值时,下面的方程组无解? 有唯一解? 或有无穷多解? 在有解时,求出通解.

2x1- x2- x3=2,

x1-2x2+ x3=λ,

x1+ x2-2x3=λ2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

7.设4元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为3,已知η1,η2,η3 是它的3个解向

量,且

η1=

2
3
4
5

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,η2+η3=

1
2
3
4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

求该方程组的通解.
8.设α1,α2,α3 是齐次线性方程组AX=0一个基础解系.证明α1+α2,α2+α3,α3+α1

也是该方程组的一个基础解系.
9.已知线性方程组

x1+ x2-2x3+3x4=0,

2x1+ x2-6x3+4x4=-1,

3x1+2x2+px3+7x4=-1,

x1- x2-6x3- x4=t.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

讨论参数p,t取何值时,方程组有解,无解;当有解时,试用其导出组的基础解系表示通解.
10.已知线性方程组

x1+ x2+ x3=0,

ax1+bx2+cx3=0,

a2x1+b2x2+c2x3=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)a,b,c满足何种关系时,方程组仅有零解?
(2)a,b,c满足何种关系时,方程组有无穷多解,并用基础解系表示全部解.
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