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前 言

《经济数学》是高等职业院校经济管理类专业学生必修的一门公共基础课,本课程

不仅为经济学研究提供了严谨的分析工具,也为经济决策和实践奠定了坚实的理论基

础.本教材编写团队秉承“服务专业,培养能力,提升素养”的理念,力求在传授数学知识

的同时,将知识灵活运用于经济问题的分析与解决中,并有机融入思政元素,助力培养

高素质技能人才.
本教材“以学生为中心,以应用为导向”,力求做到“学有所用、用有所依”,主要体现

了以下几个特色:

1.
 

案例解析经济现象,数学工具活学活用

数学若脱离实际,便如无源之水;经济学若缺乏数理支撑,则似无本之木.为此,本教

材摒弃了枯燥的理论证明,代之以鲜活的经济案例.每个章节按照“经济案例→基本概

念(定理、性质)→例题讲解→解决案例”的逻辑顺序编写,让学生带着问题去探寻知识,

解决问题,更让学生领悟数学在经济学中的强大生命力.

2.
 

内容设计分层递进,学生学习拾级而上

考虑到学生数学基础参差不齐,若教材一味求深,则易使基础弱者望而生畏;若过

于浅显,又难以满足基础强者的探索欲望.为此,本书设置了“小试牛刀”和“大展身手“两

个栏目,由浅入深,由易到难,层层递进,既贴合学生的认知规律,也便于教师分层教学,

因材施教.

3.
 

思政元素有机融入,价值引领润物无声

本教材有机融入了“名人名言”,“数学故事”,“数学文化”,“数学史”以及“应用案例”

等多元化的思政元素,让学生从数学背后的人文故事领略数学智慧、从数学发展历程汲

取求真创新的力量、从中国数学成就增强文化自信、从应用案例牢记科技报国的使命.
在传授数理方法的同时,潜移默化地培养学生的人文素质、科学精神和家国情怀,实现

知识传授与价值引领的深度融合.

4.
 

特色栏目精心设置,疑难问题迎刃而解

本教材特别设置了“小提示”与“小智囊”专栏.“小提示”是对内容的进一步阐述或是

对重点内容的归纳总结,“小智囊”是思维过程中的适时点拨,让学生在学习过程中感悟

数学思想和方法,从而化解学习中“知识难成体系,思维固化无创新”的痛点.
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本教材的编写团队由长期从事高等职业教育数学教学一线教师组成,具有丰富的

教学经验和科研背景.在编写过程中,团队多次召开研讨会,广泛征求经济管理类专业

教师以及学生的意见,力求使教材内容科学严谨、贴近实际.本教材由陈静、张生华、姚星

桃担任主编,全书共有十章,第一章由秦红梅编写,第二章、第九章由姚星桃编写,第三章

由周晓、张一凡编写,第四章由陈静编写,第五章、第六章由张生华编写,第七章由陈旻霞

编写,第八章由林卫明编写,第十章由陈心慧编写.
刘桂香教授在编写过程中多次予以悉心指导并担任主审,南京大学出版社及吴华

编辑等对教材出版给予了大力支持与帮助,在此致以诚挚的谢意! 此外,我们还参考了

相关的书籍和资料,在此一并向其作者表示衷心的感谢!

由于编写水平和编写时间有限,本书内容的设计思路和具体编写中还存在诸多可

以提升的地方,敬请同行专家及广大读者批评指正,以便更好地修订完善.

编 者

2025年5月
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扫码可见本章教学资源

(含微课、自测题及课后参考答案)
第一章 函数、极限与连续

  “割之弥细,所失弥少,割之又割,以至于不可割,则与圆周合体而无所失矣”
———刘徽
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●数●学●故●事

我国古代封建社会的统治阶层重文轻理,数学家的地位非常低下,他们的生平资

料几乎无从考证.尽管如此,历史的尘埃也无法掩盖我国古代这样一位伟大数学家的

光芒,他的名字叫刘徽.刘徽是我国魏晋时期的伟大数学家,是中国“古典数学理论”的
奠基人,他的数学著作,是中华民族的宝贵遗产,为人类文明的发展做出了不可磨灭的

贡献.刘徽是我国首位以“逻辑推理”的方式来论证数学命题的数学家,他做出的数学

成果,遥遥领先于世界.特别是在隋唐时期,他所作注的《九章算术》被译成多种文字,
在朝鲜、日本等国家广为流传,促进了世界数学的发展.“极限”思想是人类文明中闪烁

着璀璨光芒的珍珠,而刘徽是人类历史上第一个明确提出“极限”思想的数学家.刘徽

将“极限”思想应用于“割圆术”,为计算“圆周率”提供了“严密的理论”和“完善的

算法”.
 

高等数学着重研究的是变量与变量之间的依赖关系,即函数关系.函数是高等数学中最

基本的概念之一,是微积分学研究的主要对象;极限是贯穿高等数学始终的重要的工具,借
助于极限进行推理是这门课程的基本手段;连续则是函数的一个重要的性态,连续函数是高

等数学研究的主要对象.
 

本章将在复习和补充函数有关知识的基础上,着重讨论函数的极

限和函数的连续性等问题,并介绍几种常见的经济函数.

学习目标

1.
 

理解函数的基本概念和表示方法;了解反函数的概念;掌握函数的几个特性;掌握基

本初等函数的性质与图形;理解复合函数的概念,掌握简单的复合函数的分解;了解初等函

数的概念.
2.

 

理解极限的描述性定义;通过观察图像能够直观判断函数的极限情况;了解邻域的概念.
3.

 

掌握极限的四则运算法则以及复合函数求极限的方法;掌握两个重要极限的计算及应用.
4.

 

理解无穷小、无穷大的概念及相互间的关系;掌握无穷小的性质;知道等价无穷小;
掌握等价无穷小的替换定理.
5.

 

理解函数连续点及间断点的概念;了解间断点的分类;掌握有关初等函数连续性的
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定理;了解闭区间上连续函数的性质.
6.

 

了解函数极限和连续性在经济学领域的应用.
7.

 

能运用函数极限和连续的知识解决一些实际问题,提高数学建模和问题解决的能力.

第一节 函  数

应用案例

某城市推广绿色出行,引入了共享电单车服务.小赵赶着去参加一个重要会议,为避免

堵车,他扫码解锁了一辆共享电单车.计价标准如下:

起步价(时长不超过30分钟) 时长费

2.0元 1元/5分钟

备注:超过起步时长1秒时即刻开始收取时长费,每超出一个时段1秒起,即收取下一个时段的完整时长

费用.

  (1)
 

当计价时长为20分钟,需要付多少钱?
(2)

 

当计价时长42分钟,需要付多少钱?
显然,骑车产生的费用会随着计价时长的变化而变化:(1)

 

需要付2元;(2)
 

需要付2+
3=5元.

生活中这一类问题随处可见,如水电费问题、贷款买房问题等.我们可以把它抽象为变

量x(计价时间设为x)和变量y(付费价格设为y)之间的函数关系.

  一、
 

预备知识

  1.
 

函数的定义

定义1.1.1 设x 和y 是两个变量,D 是一个给定的数集.如果对于D 中的每一个数

x,按照一定的法则,变量y 总有确定的数值和它对应,则称y 是x 的函数,记作y=f(x),
其中x称为自变量,y称为因变量.非空数集D 称为函数f(x)的定义域,数集{f(x)|x∈
D}称为函数f(x)的值域.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

函数y=f(x)中表示对应关系的记号f 也可改用其他字母,例如“φ”,“F ”等.这
时函数就记作y=φ(x),y=F(x)等.

(2)
 

对于定义域内每一个自变量,值域有且仅有一个函数值与之对应,这种函数叫作单

值函数,否则叫作多值函数.以后凡是没有特别说明时,函数都是指单值函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

研究函数,需先讨论函数的定义域,由实际问题给出的函数,其定义域由实际意义而定
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第一章 函数、极限与连续  

(限定定义域).如经济函数中的价格、需求量等取值要求为非负.对于以数学表达式表示的

函数y=f(x),如果没有指明定义域,那么函数的定义域,就是使函数表达式有意义的实数

x 的集合(自然定义域).

●小●试●牛●刀
例1.1.1 求下列函数的定义域:

                              (1)
 

y=
 
x2-2x-3; (2)y=ln(2-3x).

解 (1)
  

由题意得:x2-2x-3≥0,解得x≤-1或x≥3.

所以函数y=
 
x2-3x-4定义域为 (-∞,-1]∪ [3,+∞).

(2)
 

由题意得:2-3x>0,解得x<
2
3.

所以函数y=ln(2-3x)定义域为 -∞,
2
3  .

●大●展●身●手
例1.1.2 求函数y=

 
9-x2 +lg(x2-1)的定义域.

解 由题意得:9-x2 ≥0
x2-1>0 ,解得

-3≤x≤3
x<-1或x>1 .

所以函数y=
 
4-x2 +ln(x2-1)的定义域为 [-3,-1)∪ (1,3].

  2.
 

函数的表示方法

函数的表示方式有三种:公式法又称解析法(以数学表达式表示函数的方法)、表格法

(以表格形式表示函数的方法)和图示法(以图形表示函数的方法).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

用解析法表示函数时,不一定只用一个表达式表示.在自变量不同的取值范围内用不同

的表达式来表示的函数称为分段函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

 图1 1

如:绝对值函数(如图1 1所示)

y=|x|=
x x≥0
-x x<0 .

定义域为
 

(-∞,+∞),值域为[0,
 

+∞).
再如,符号函数(如图1 2所示)

 图1 2

y=sgnx=
1 x>0
0 x=0
-1 x<0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

定义域为(-∞,+∞),值域为{-1,0,1}.
又如,【应用案例】中电单车的计价规则,用分段函数表示为
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 经 济 数 学

y=
2 0<x≤30

2+
x-30
5 x>30

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

其中,x 表示计价时间,y 为付费价格,「x ⌉为向上取整的运算,函数的定义域为
 

(0,

+∞),值域为{2,3,4,5,…}.
  3.

 

邻域

满足不等式|x-x0|<δ(其中δ为大于0的常数)的一切x 所构成的集合,称为点x0

的δ—邻域,记作U(x0,δ),即

U(x0,δ)={x||x-x0|<δ}=(x0-δ,x0+δ).

点x0 称为U(x0,δ)的中心,δ称为U(x0,δ)的半径,如图1 3(a).
满足不等式0<|x-x0|<δ的一切x所构成的集合,称为点x0 的δ—空心邻域,记作

U
∧
(x0,δ),如图1 3(b),即

U
∧
(x0,δ)={x|0<|x-x0|<δ}=(x0-δ,x0)∪ (x0,x0+δ).

图1 3(a)
    

图1 3(b)

  二、
 

反函数与反三角函数

  1.
 

反函数

定义1.1.2 设有函数y=f(x),其定义域为D,值域为f(D),如果对于f(D)中的

每一个y 值,都可以从关系式y=f(x)确定唯一的x 值(x∈D)与之对应,那么由此所确

定的以y 为自变量的函数称为函数y=f(x)的反函数,记为x=f-1(y).其定义域为

f(D),值域为D.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

习惯上用x 表示自变量,用y 表示函数,所以y=f(x)的反函数x=f-1(y)一般

记作y=f-1(x).
(2)

 

函数y=f(x)的图形与其反函数y=f-1(x)的图形关于直线y=x 对称.
(3)

 

单调函数才有反函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.1.3 求下列函数的反函数:
(1)

 

y=2x+1; (2)
 

y=4x +1.

解 (1)
 

由y=2x+1 解得x=y-1
2
,
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第一章 函数、极限与连续  

所以函数y=2x+1的反函数是y=
x-1
2
,x∈R.

(2)
 

由y=4x +1 解得x=log4(y-1),
所以函数y=4x +1的反函数是y=log4(x-1),x ∈ (1,+∞).

●大●展●身●手
例1.1.4 求双曲正弦函数y=shx=

ex -e-x

2
的反函数,并指出它的定义域.

解 令ex =u,从而可得
 

u2-2yu-1=0,解得
 

u=y±
 
y2+1.

因为u=ex >0,所以上式取正号,即u=y+
 
1+y2.

将u=ex 代入上式,得ex =y+
 
1+y2,于是x=ln(y+

 
1+y2),即得所求反函数

为y=ln(x+
 
1+x2),其定义域为 (-∞,+∞).

  2.
 

反三角函数

正弦函数y=sinx 在 -
π
2
,π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 上的反函数称为反正弦函数y=arcsinx,定义域为

[-1,1],值域为 -
π
2
,π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

余弦函数y=cosx 在 [0,π]上的反函数称为反余弦函数y=arccosx,定义域为[-1,

1],值域为 [0,π].

正切函数y=tanx 在 -
π
2
,π
2  上的反函数称为反正切函数y=arctanx,定义域为

R,
 

值域为 -
π
2
,π
2  .

余切函数y=cotx=
1

tanx
在(0,π)上的反函数称为反余切函数y=arccotx 定义域为

R,值域为 (0,π).

●小●试●牛●刀
例1.1.5 求值.

(1)
 

arccos
 
3
2
; (2)

 

arctan
 

-
 
3
3  .

解 (1)因为cosπ6=
 
3
2
,且0<

π
6 <π

,

所以arccos
 
3
2 =

π
6.

(2)
 

因为tan
 

-
π
6  =-

 
3
3
,且-

π
2 <-

π
6 <

π
2
,

所以arctan
 

-
 
3
3  =-

π
6.
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 经 济 数 学

●大●展●身●手

 图1 4

例1.1.6 求tan
 

arcsin13  值.

解 设α=arcsin
1
3α∈ 0,π2    ,sinα=

1
3.

由辅助直角三角形(如图1 4)可得:tan arcsin13  =tanα=
1
2
 
2

=
 
2
4 .

  三、
 

函数的几种特性

  1.
 

有界性

 图1 5

定义1.1.3 设函数y=f(x)在区间D 上有定义,若存在

一个正数M,对任意x∈D,恒有

|f(x)|≤M

成立,则称函数y=f(x)为D 上的有界函数;否则称函数y=
f(x)为D 上的无界函数.

几何特征:如果y=f(x)是区间D 上的有界函数,那么它

的图形在D 上必介于两平行线y=±M 之间(如图1 5).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

当一个函数有界时,它的界不是唯一的;(2)
 

函数有界与否是和区间有关的.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

单调性

定义1.1.4 设函数y=f(x)的定义域为D,区间I⊂D,x1 和x2 为区间I上的任意

两个点.
若当x1 <x2 时,有f(x1)≤f(x2),则称该函数在区间I上单调递增;
若当x1 <x2 时,有f(x1)≥f(x2),

 

则称该函数在区间I上单调递减.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若将定义1.1.4中的f(x1)≤f(x2)写成f(x1)<f(x2),则y=f(x)
 

在区间I上

称为严格单调递增;f(x1)≥f(x2)写成f(x1)>f(x2),则y=f(x)
 

在区间I上称为严

格单调递减.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

几何特征:单调递增函数的图形沿横轴正向上升,单调递减函数的图形沿横轴正向下降

(如图1 6).

·6·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



第一章 函数、极限与连续  

  
图1 6

  3.
 

奇偶性

定义1.1.5 设函数y=f(x)的定义域D 关于原点对称.
(1)

 

如果对于定义域D 中的任何x,都有f(-x)=f(x),则称y=f(x)为偶函数;
(2)

 

如果对于定义域D 中的任何x,都有f(-x)=-f(x),则称y=f(x)为奇函数.
既不是奇函数也不是偶函数的函数,称为非奇非偶函数.
几何特征:奇函数的图形关于原点对称,偶函数的图形关于y 轴对称(如图1 7).

  
图1 7

●小●试●牛●刀
例1.1.7 判断下列函数的奇偶性.

(1)
 

y=x2-1; (2)
 

y=
ax -a-x

2
; (3)

 

y=4x+cosx.

解 (1)
 

因为该函数的定义域为 (-∞,+∞),且有

f(-x)=(-x)2-1=x2-1=f(x).

所以,
 

函数y=x2-1是偶函数.
(2)

 

因为该函数的定义域为 (-∞,+∞),
 

且有

f(-x)=
a-x -ax

2 =-
ax -a-x

2 =-f(x).

所以,
 

函数
 

y=
ax -a-x

2
是奇函数.

(3)
 

因为该函数的定义域为 (-∞,+∞),
 

因为

f(-x)=4(-x)+cos(-x)=-4x+cosx,此时f(-x)既不等于-f(x),也不等

于f(x).
所以,

 

函数
 

y=4x+cosx 是非奇非偶函数.

·7·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



 经 济 数 学

●大●展●身●手
例1.1.8 判断函数y=ln(x+

 
1+x2)的奇偶性.

解 方法一

该函数的定义域为 (-∞,+∞),且有

f(-x)=ln(-x+
 
1+x2)=ln

(-x+
 
1+x2)(x+

 
1+x2)

x+
 
1+x2

=ln 1
x+

 
1+x2

=ln1-ln(x+
 
1+x2)= -ln(x+

 
1+x2)

 

= -f(x),

所以,函数y=ln(x+
 
1+x2)是奇函数.

方法二

因为该函数的定义域为 (-∞,+∞),且有

f(-x)+f(x)=ln(-x+
 
1+x2)+ln(x+

 
1+x2)=ln1=0,

所以,
 

函数y=ln(x+
 
1+x2)是奇函数.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

设函数y=f(x)的定义域关于原点对称,也可用f(-x)+f(x)=0来判定是奇函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  4.
 

周期性

定义1.1.6 设函数y=f(x)的定义域为D,如果存在一个正数l,使得对于任意x∈
D,有x±l∈D 且等式

f(x+l)=f(x)

恒成立,则称y=f(x)为周期函数,l称为这个函数的周期.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

对于每个周期函数来说,周期有无穷多个.
(2)

 

如果在周期函数的所有周期中存在一个最小正数a,则规定a 为该周期函数的最

小正周期,简称周期.如:y=sinx,y=tanx 的周期分别为2π,π.
(3)

 

不是所有的周期函数都有最小正周期.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例如,狄利克雷函数

y=D(x)=
1 x 为有理数

0 x 为无理数 .

它是一个周期函数,任何有理数都是它的周期,但它没有最小正周期.
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  四、
 

常用的函数

  1.
 

基本初等函数

幂函数
 

y=xα(α∈R).
指数函数y=ax(a>0且a≠1).
对数函数y=logax(a>0且a≠1).
三角函数y=sinx,y=cosx,y=tanx,y=cotx,y=secx,y=cscx.
反三角函数y=arcsinx,y=arccosx,y=arctanx,y=arccotx.
以上函数统称为基本初等函数.

  2.
 

复合函数

定义1.1.7 设函数y=F(u)的定义域为U1,函数u=Φ(x)的值域为U2,其中

U2 ⊆U1,则y 通过变量u 成为x 的函数,这个函数称为由函数y=F(u)和函数u=
Φ(x)构成的复合函数,记为y=F[Φ(x)],其中变量u 称为中间变量.

●小●试●牛●刀
例1.1.9 写出下列函数构成的复合函数:

(1)
 

y=lnu 和u=x4; (2)y=u3,u=sinv 和v=
x
2.

解 (1)
 

因为y=lnu而u=x4,满足定义1.1.7中的复合条件,u是中间变量,所以y=
lnu=lnx4.

(2)
 

因为y=u3 而u=sinv,v=
x
2
,满足定义1.1.7中的复合条件,u,v是中间变量  

所以y=u3=sin3v=sin3
x
2.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

并非任何两个函数都可构成复合函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

如:函数y=arcsinu 与u=3+x2 就不能复合成一个复合函数,因为y=arcsinx 的定

义域U1=[-1,1],u=3+x2 的值域U2=[3,+∞],显然U2 ⊈U1,所以不能复合.
例1.1.10 指出下列各复合函数的复合过程.

(1)
 

y=tan
 

(3x+2);  (2)
 

y=ecosx;  (3)
 

y=
3(x2-1)2.

解 (1)
 

y=tan
 

(3x+2)是由y=tanu,u=3x+2复合而成.
(2)

 

y=ecosx 是由y=eu,u=cosx 复合而成的.

(3)
 

y=
3(x2-1)2 是由y=u

2
3,u=x2-1复合而成的.

●大●展●身●手
例1.1.11 指出下列各复合函数的复合过程.

(1)
 

y=sin2(2x+5); (2)
  

y=7cot
 
1-x2.
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解 (1)
 

y=sin2(2x+5)是由y=u2,u=sinv,v=2x+5复合而成.

(2)
 

y=7cot
 
1-x2 是由y=7cotu,u=

 
v,v=1-x2 复合而成.

  3.
 

初等函数

定义1.1.8 由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和有限次复合所构成并且可

用一个式子表示的函数,称为初等函数.

如:y=
 
1-x2,y=sin2x.

  五、
 

经济中几种常见的函数

  1.
 

需求函数、供给函数

1.1 需求函数

需求量是指在一定时间内,消费者对某种商品有支付能力而且愿意购买的商品数量.需
求量受到诸多因素的影响,如该商品的市场价格、季节、消费者的偏好等,其中市场价格是影

 图1 8

响需求量的一个主要因素.为了便于讨论,假设商品的需求量仅考

虑受市场价格的影响,因此,可以把商品的需求量看着是该商品价

格的函数,称为需求函数.用Q 表示商品的需求量,p 表示商品的价

格,则需求函数为

Q=Q(p).

通常降低商品的价格会使需求量增加,提高商品的价格会使需

求量减少(如图1 8).
需求函数Q=Q(p)的反函数,就是价格函数,记作P=P(q),也反映商品的价格与需

求的关系.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

当价格为因变量时,用大写P 来表示,而当它为自变量时,则用小写p 来表示;同理当

需求量为因变量时,用大写Q 来表示,而当它为自变量时,则用小写q来表示.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

常见的需求函数有以下几种类型:
(1)

 

线性需求函数:Q=a-bp(a>0,b>0);
(2)

 

二次需求函数:Q=a-bp-cp2(a>0,b≥0,c>0);
(3)

 

指数需求函数:Q=Ae-bp(A >0,b>0).

●小●试●牛●刀
例1.1.12 某品牌玩具在市场上销售,公司希望通过调整价格来预测市场需求变化.已

知当售价为每件70元时,市场需求量为3.1万件,若该品牌玩具每件降低3元,需求量将增

加0.03万件,试求(1)
 

该品牌玩具的线性需求函数;(2)
 

当该品牌玩具的售价为75元时,市
场需求量是多少?

解 (1)
 

设线性需求函数为Q=a-bp(a>0,b>0).
由题意知 :Q+0.03=a-b(p-3),把Q=a-bp代入,得a-bp+0.03=a-b(p-
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3),所以b=0.01.
把Q=3.1,b=0.01,p=70代入Q=a-bp,得3.1=a-0.01×70,所以a=3.8.
因此该品牌玩具的线性需求函数为Q=3.8-0.01p.
(2)

 

当p=75元时,市场需求量为

Q=3.8-0.01×75=3.05(万件).

1.2 供给函数

 图1 9

供给是指在某一特定时期内,经营者在一定价格条件下愿意并

可能出售的产品量,其中包括新提供的商品和已有的存货.供给是

与需求相对应的概念,需求是就市场中的消费者而言,供给是就市

场中的生产销售者而言.某种商品的市场供给量S 也受商品价格p
的制约,价格上涨将刺激生产者向市场提供更多的商品,供给量增

加;反之,价格下跌将使供给量减少(如图1 9).在假定其他因素不

变的条件下,供给量S 也可看成价格p 的函数,称为供给函数,记作

S=S(p).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

一般地,需求函数是价格的单调减函数,供给函数是价格的单调增函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

当市场上某种商品的需求量与供给量相等时,需求量与供给量持平.此时该商品市场处

于平衡状态,称为供需平衡,这时商品的价格称为市场平衡价格或均衡价格,记作p0,对应

的需求量称为均衡量记作Q0(如图1 10).

 图1 10

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

当市场价格p>p0 时,供应量大于需求量,即商品“供过于求”,会导致商品价格下降.
当市场价格p<p0 时,供应量小于需求量,即商品“供不应求”,会导致商品价格上升.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.1.13 某地特色农产品“绿源有机大米”在本地市场销售,农户与经销商需根据市

场供需调整种植和定价策略.已知该大米的供给函数是S=
2
3p-4,需求函数是Q=50-
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4
3p
,现需计算市场平衡状态下的均衡价格p0 和均衡量Q0,以帮助农户合理规划生产.

解 据题意,2
3p0-4=50-

4
3p0,所以均衡价格p0=27.

此时均衡量Q0=50-
4
3×27=14.

  2.
 

成本函数、收入函数与利润函数

2.1 成本函数

总成本是指生产某种一定数量产品需要的费用,它包括固定成本和可变成本.固定成本

是指在短时间内不发生变化或不明显地随产品数量增加而变化的费用,例如厂房、设备、一
般管理费及管理人员的工资等.可变成本是指随产品数量的变化而变化的费用,如原材料、
燃料及生产工人的工资等.

一般用C 表示总成本,用C0表示固定成本,C1表示可变成本,q表示产量,那么总成本

函数为

C(q)=C0+C1(q),

其中固定成本C0 与产量q无关,可变成本C1(q)随产量q的增加而增加.

平均成本是指生产每个单位的成本,平均成本函数记为C
-
(q),即

C
-
(q)=

C(q)
q

.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

一般情况下,总成本函数是一个单调递增函数,平均成本函数是一个单调递减函数,即
随着产品产量的增加总成本越来越大,平均成本越来越小.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

2.2 收入函数

总收入是指企业销售一定数量的产品所获得的全部收入,它等于产品的销售价格与销

售数量的乘积.
一般用R 表示收入,p 表示价格,q表示销量,那么总收入函数为

R(q)=pq.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在以后的讨论中,一般把实际问题理想化,假设:产量=销量=需求量.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

2.3 利润函数

总收入函数R(q)与总成本函数C(q)的差值称为利润函数,记作L(q),即

L(q)=R(q)-C(q).
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

当L=R-C>0时,生产者盈利;当L=R-C<0时,生产者亏损;L=R-C=0时,
生产者盈亏平衡.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.1.14 某手工作坊专门生产手工精油香皂,主打天然环保理念.作坊的固定成本

(如设备租金、基础原料采购)为每月200元,每生产一块香皂需额外投入10元(包括精油、
包装等).根据市场调研该香皂的产量函数 为Q=50-2p,现需建立该香皂的收入函数和利

润函数,帮助作坊优化定价策略.
解 收入函数:R(p)=(50-2p)p=-2p2+50p.
成本函数:C(p)=200+10(50-2p)=-20p+700.
利润函数:L(p)=R(p)-C(p)=-2p2+50p-(-20p+700)=-2p2+70p-700.

●大●展●身●手
例1.1.15 某小型手工艺品工作室生产手工陶瓷杯,主打个性化定制.已知手工陶瓷杯

的成本函数为C(q)=12+3q+q2.若陶瓷杯售价为每件11元时,(1)
 

分析该手工陶瓷杯的

盈亏情况;(2)
 

若每天销售10件该手工陶瓷杯,为了不亏本销售,单价应定为多少才合适?
解 (1)

 

利润函数L(q)=R(q)-C(q)=11q-(12+3q+q2)=-q2+8q-12.
由L(q)=0,即-q2+8q-12=0,得两个盈亏平衡点q1=2和q2=6.
当q<2或q>6时,有L(q)<0,这时是亏损的;
当2<q<6时,有L(q)>0,这时是盈利的.
(2)

 

设定价为每件p 元,则利润函数为

L(q)=R(q)-C(q)=pq-(12+3q+q2).

为了不亏本销售,有L(10)≥0,即10p-(12+30+100)≥0,p≥14.2.
因此,此时的销售单价应不低于14.2元.

习题1.1

●小●试●牛●刀
1.

 

求下列函数的定义域.

(1)
 

y=
 
x-2+

1
x-3+ln(5-x); (2)

 

y=arcsin
x-1
2 .

2.
 

确定下列函数的奇偶性.

(1)
 

f(x)=
x8cosx
1+x2

; (2)
 

f(x)=ln
1-x
1+x

;

(3)
 

f(x)=x4+2x -3.
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3.
  

求下列函数的反函数.

(1)
 

y=
x-1
x+2

(x≠-2); (2)
 

y=ex +1.

4.
 

求值.

(1)
 

arcsin
 

-
1
2  ; (2)

  

arccos
 

-
 
2
2  .

5.
 

指出下列函数的复合过程.
(1)

 

y=cosx2; (2)
 

y=sin5x;

(3)
 

y=
 
3x-1.

6.
  

某工厂生产某产品的总成本函数为C(q)=q3-9q2+33q+10,该产品的价格函数

为P=75-q,求(1)
 

产量为10时的平均成本;(2)
 

产量为10时的利润.

●大●展●身●手

7.
 

设f(x)=
2+x x≤0
2x x>0

, 
 

求f(Δx)-f(0)(Δx 表示一个数).

8.
  

求值.

(1)
 

tanarcsin23  ; (2)
  

sin2arccos13  .

9.
 

已知函数f(x)是奇函数,当x∈(0,+∞)时,f(x)=x2-x+1.求当x∈(-∞,

0)时,函数f(x)的表达式.
10.

 

指出下列函数的复合过程.

(1)
 

y=ecos3x; (2)
 

y=arcsin
 
x2-1;

(3)
 

y=5ln(x
2+2).

11.
  

某工厂每天生产q件服装的总成本为C(q)=
1
9q

2+q+
800
9
(元),该种服装独家经营

市场,需求量为Q=75-3p.问每天生产多少件时盈亏持平,此时每件服装的价格为多少元?

第二节 极限的概念

应用案例1

 图1 11

设有一圆,半径为R,如图1 11所示.首先作内接正六边形,把
它的面积记为S1;再作内接正十二边形,其面积记为S2;如此下去,
每次边数加倍,一般地,把内接正6×2n-1 形的面积记为Sn.这样就

得到一系列内接正6×2n-1 多边形的面积

S1,S2,S3,…,Sn…
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它们构成一列有次序的数,当n 越大时,内接正多边形的面积与圆面积的误差就越小,
那么当n 取多大时,可以忽略Sn 与圆面积的误差,进而表示圆的面积呢?

应用案例2

假设某个经济体系中存在总量为a 的不良资产,且这些不良资产均匀分布在体系中.现
在采取一种策略,即从外部引入优质资产,同时从体系内部排出部分资产,以此来稀释不良

资产的比例.假设在这个过程中,经济体系的总体规模保持不变,且每周能够排除不良资产

残留量的 1
5.试问这种策略能否有效地清理经济体系中的不良资产?

  一、
 

数列的极限

  1.
 

数列的概念

定义1.2.1 自变量为正整数的函数un =f(n)(n=1,2,3,…),其函数值按自变量从

小到大排列的一列数

u1,u2,u3,…un,…

称为数列,记为 {un}.数列中的每一个数称为数列的项,第n 项un 称为数列的通项或一

般项.

 图1 12

数列对应着数轴上一个点列,可看作一动点在

数轴上依次取点u1,u2,u3,…,un,… (如图1 12
所示).

若数列 {un}满足un≤un+1(n=1,2,3,…)(n=1,2,3,…),则称为单调递增数列;若满

足un ≥un+1(n=1,2,3,…),则称为单调递减数列.这两种数列统称为单调数列.
如果对于数列 {un},存在一个正常数 M ,使得|un|≤M(n=1,2,3,…),则称数列

{un}为有界数列.

例如,{un}:3,
5
2
,7
3
,…,2+

1
n
,…     为有界单调递减数列;

{un}:0,
1
2
,2
3
,…,1-

1
n
,… 为有界单调递增数列;

{un}:1,2,1,
3
2
,1,…,1+

1+(-1)n

n
,… 为有界非单调数列.

  2.
 

数列的极限

观察上述例子可以发现,当n 无限增大时,数列各项呈现出确定的变化趋势,即无限趋

近于一个确定的常数,这就是极限现象.
定义1.2.2 对于数列 {un},当n 无限增大时,如果un 无限地趋近于一个确定的常数

A,那么就称A 为数列{un}的极限,此时亦称数列 {un}收敛于A,记为

lim
n→∞

un =A  或 un →A(n→∞).
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若数列 {un}没有极限,则称数列 {un}是发散的.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.2.1 问下列数列的极限是否存在?

(1)
 1
3n  ;    (2)  n+1

n  ;    (3)
 1+(-1)n

2  .

解 (1)
 

当n 无限增大时,1
3n 无限接近于0,所以lim

n→∞

1
3n =0;

(2)
 

当n 无限增大时,n+1
n

无限接近于1,所以lim
n→∞

n+1
n =1;

(3)
 

当n取奇数时un=0,当n取偶数时un=1,显然随着n的无限增大,1+(-1)n

2
没

有无限趋近于一个确定的常数,所以数列 1+(-1)n

2  没有极限.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

极限lim
n→∞

un =A 是指数列的项数无限增大时,通项无限趋近于常数A;或者说通项un

与常数A 的距离|un -A|无限地趋近于0.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例1.2.2 【应用案例1】中如何表示圆的面积? (如图1 11)
解 设内接正多边形的边数为6×2n-1,将圆心与圆内接正多边形各边顶点相连接,则

得到6×2n-1 个全等的等腰三角形,每一个三角形的面积均为

1
2Rh=

1
2R

Rsin 2π
6×2n-1  =12R2sin π

3×2n-1.

所以,Sn =
6×2n-1

2 R2sin π
3×2n-1=3×2n-1R2sin π

3×2n-1.

于是圆的面积可表示为S=lim
n→∞

Sn =lim
n→∞
3×2n-1R2sin π

3×2n-1.(此极限的求解见例

1.4.19)
例1.2.3 【应用案例2】中清理不良资产问题.

解 第1周污染物的残留量为 4
5a
;

第2周污染物的残留量为 4
5
·4
5a=

4
5  

2

a;

第3周污染物的残留量为 4
5
· 4
5  

2

a=
4
5  

3

a;
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……

第n 周污染物的残留量为 4
5  

n

a;

所以当n→∞,
4
5  

n

a 的极限值为0,即lim
n→∞

4
5  

n

a=0.

从计算结果看,要想把不良资产清理干净,需要足够长的时间,这个代价太大了,因此,
我们要增强安全意识,谨防不良资产的入侵.

有界数列与收敛数列有怎样的关系呢? 我们不加证明地给出下列定理.
定理1.2.1 单调有界数列必定收敛.
定理1.2.2 收敛数列必定有界.

  二、
 

函数的极限

  1.
 

x→∞时函数f(x)的极限

函数的自变量x→∞ 是指|x|无限增大,它包含以下两种情况.
(1)

 

x 取正值而无限增大,记作x→+∞;
(2)

 

x 取负值而它的绝对值无限增大,记作x→-∞.

 图1 13

例如,考察当x→∞ 时,函数y=
1
x

的变化趋势.
 

由图1 13可

知,当自变量x 的绝对值无限增大时,相应的函数值y 无限地逼近于

常数0.
定义1.2.3 如果当|x|无限增大 (即x→∞)时,函数f(x)

无限地趋近于一个确定的常数A,那么就称数A 为当x→∞时函数

f(x)的极限,记作

lim
x→∞

f(x)=A  或 f(x)→A(x→∞).

根据定义1.2.3,有lim
x→∞

1
x =0.

定义1.2.4 如果当x→+∞ 时,函数f(x)无限地趋近于一个确定的常数A,那么就

称数A 为当x→+∞ 时函数f(x)的极限,记作

lim
x→+∞

f(x)=A  或 f(x)→A(x→+∞).

定义1.2.5 如果当x→-∞ 时,函数f(x)无限地趋近于一个确定的常数A,那么就

称数A 为当x→-∞ 时函数f(x)的极限,记作

lim
x→-∞

f(x)=A  或 f(x)→A(x→-∞).

定理1.2.3 lim
x→∞

f(x)存在的充分必要条件是lim
x→-∞

f(x)和 lim
x→+∞

f(x)都存在且相等,

即

lim
x→∞

f(x)=A⇔lim
x→-∞

f(x)=lim
x→+∞

f(x)=A.

证明从略.
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●小●试●牛●刀
例1.2.4 讨论函数y=arctanx 当x→∞ 时的极限.
解 根据函数y=arctanx 的图形变化趋势易见.

lim
x→-∞

arctanx=-
π
2
,lim
x→+∞

arctanx=
π
2
,所以lim

x→∞
arctanx

 

不存在.

  2.
 

x→x0 时函数f(x)的极限

记号x→x0 表示x 无限趋近于
 

x0,包含x 从大于x0 和x 从小于
 

x0 的方向趋近于x0

两种情况:
(1)

 

x→x+
0 表示x 从大于x0 的方向趋近于x0;

(2)
 

x→x-
0 表示x 从小于x0 的方向趋近于

 

x0.

 图1 14

例如,考察当x →2时,函数
 

f(x)=
2(x2-4)

x-2
的变化

趋势.
由图1 14不难看出,当x→2时,f(x)趋于常数8.
定义1.2.6 如果当x→x0(x≠x0)时,函数f(x)无

限地趋近于一个确定的常数A,那么就称数A 为当x→x0 时

的函数f(x)的极限,记作

lim
x→x0

f(x)=A  或 f(x)→A(x→x0).

由定义1.2.6,lim
x→2

2(x2-4)
x-2 =8.

定义1.2.7 如果当x→x+
0 时,函数f(x)无限地趋近于一个确定的常数A,那么就称

数A 为当x→x0 时的函数f(x)的右极限,记作

lim
x→x+

0

f(x)=A  或 f(x+0)=A.

如果当x→x-
0 时,函数f(x)无限地趋近于一个确定的常数A,那么就称数A 为当

x→x0 时的函数f(x)的左极限,记作

lim
x→x-

0

f(x)=A  或 f(x-0)=A.

定理1.2.4 lim
x→x0

f(x)存在的充分必要条件是lim
x→x-

0

f(x)和lim
x→x+

0

f(x)都存在且相

等,即

lim
x→x0

f(x)=A⇔lim
x→x-

0

f(x)=lim
x→x+

0

f(x)=A.

证明从略.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由定义易得lim
x→x0

C=C;limx
x→x0

=x0.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●小●试●牛●刀
例1.2.5 求lim

x→1
(x2+1).

解 函数f(x)=x2+1的图形如图1 15所示,显然,当x→1时,x2+1→2,所以

lim
x→1
(x2+1)=2.

 图1 15

●大●展●身●手

例1.2.6 已知f(x)=
x2 x<3
3x x>3 ,求lim

x→3
f(x).

解 函数f(x)的图形如图1 16所示.
因为

 

lim
x→3-

f(x)=lim
x→3-

x2=9,lim
x→3+

f(x)=lim
x→3+
3x=9,即

 

lim
x→3-

f(x)=lim
x→3+

f(x)=9,所以
 

lim
x→3

f(x)=9.

例1.2.7 已知f(x)=
x2+1 x<0
x-1 x≥0 ,求lim

x→0
f(x).

解 函数f(x)的图形如图1 17所示.
因为lim

x→0-
f(x)=lim

x→0-
(x2 +1)=1,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+
(x -1)=-1,即lim

x→0-
f(x)≠

lim
x→0+

f(x),所以lim
x→0

f(x)不存在.

 图1 16
   

 图1 17
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

求分段函数在分段点处的极限,通常要分别考察其左右极限.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  3.
 

极限的性质

性质1.2.1
 

(唯一性) 若lim
x→x0

f(x)=A,lim
x→x0

f(x)=B,则A=B.

性质1.2.2(有界性) 若lim
x→x0

f(x)=A,则存在x0的某一空心邻域U
∧
(x0,δ),在U

∧
(x0,

δ)内函数f(x)有界.
性质1.2.3(保号性) 若lim

x→x0
f(x)=A,且A>0(或A<0),则存在x0的某一空心邻

域U
∧
(x0,δ),在U

∧
(x0,δ)内函数f(x)>0(或f(x)<0).

推论1.2.1 若在x0 的某一空心邻域U
∧
(x0,δ)内,函数f(x)≥0(或f(x)≤0)且

lim
x→x0

f(x)=A,则A ≥0(或A ≤0).

习题1.2

●小●试●牛●刀
1.

 

观察下列数列的变化趋势,对收敛数列写出它们的极限.

(1)
 

2+
1
n2  ; (2)

  1-n
2n-1  ;

(3)
 

{(-1)nn}; (4)
  n+1
n+2  .

2.
 

绘出下列函数的图形,并求出指定的极限.
(1)

 

y=ex(x→-∞); (2)
  

y=lnx(x→1);

(3)
 

y=5-
1
x
(x→2); (4)

  

y=
x2-1
x+1

(x→-1).

●大●展●身●手
3.

 

判断下列命题是否正确? 若不正确举例说明.
(1)

 

收敛数列一定是单调数列.
(2)

 

若lim
x→x0

|f(x)|=|A|,则lim
x→x0

f(x)=A.

4.
 

已知函数f(x)=|x|
x
,讨论lim

x→0
f(x)是否存在?

5.
 

证明函数f(x)=
x2-1 x<1
0 x=1
1 x>1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,当x→1时的极限不存在.

6.
  

你夜间走在街道上,假如距你x米远的正前方有一盏高H 米的路灯随着你距离路灯

·02·
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越来越近,
 

你会发现身后的影子越来越短,当你走到路灯的正下方发现影子不见了.试用数

学知识解释一下其中的原因.

第三节 无穷小与无穷大

应用案例

某骑行爱好者计划从A 市骑行到B 市进行环保宣传活动,从A 市到B 市以30km/h的

速度完成.活动结束后,她需尽快返回A 市参加紧急会议,希望整个往返行程的平均速度达

到60km/h.现需计算返程所需的最低骑行速度,并分析其可行性.

  一、
 

无穷小量

  1.
 

无穷小量的定义

定义1.3.1 如果当x →x0(或x →∞)时,函数f(x)的极限为0,那么就称函数

f(x)为x→x0(或x→∞)时的无穷小量,简称为无穷小.记作

lim
x→x0

f(x)=0(或lim
x→∞

f(x)=0).

例如,因为lim
x→1
(x3-1)=0,所以函数x3-1是当x →1时的无穷小量.又如,因为

lim
x→+∞

e-x =0,所以函数e-x 是当x→+∞ 时的无穷小量.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

无穷小量是与自变量x 的变化过程紧密相关的,因此,必须指明自变量x 的变化

过程.
(2)

 

无穷小量表达的是量的变化状态,而不是量的大小,不能与绝对值很小的常数混为

一谈.
(3)

 

0是唯一可作为无穷小量的常数.
(4)

 

当x→x+
0,x→x-

0,x→+∞,x→-∞ 时,可得到相应的无穷小量定义.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.3.1 自变量在怎样的变化过程中,下列函数为无穷小量.

(1)
 

y=3x-1; (2)
 

y=
1
2  

x

.

解 (1)
 

因为lim
x→13

(3x-1)=0,所以当x→
1
3

时,3x-1为无穷小.

(2)
 

因为 lim
x→+∞

1
2  

x

=0,
 

所以当x→+∞ 时, 1
2  

x

为无穷小.
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  2.
 

函数、极限与无穷小量的关系

定理1.3.1 在自变量的同一变化过程x→x0(或x→∞)中,函数f(x)具有极限A
的充分必要条件是

 

f(x)=A+α(其中A 为常数,α是无穷小).
证明 (以x→x0 为例)
必要性 设lim

x→x0
f(x)=A,由定义1.2.6可知,当x→x0 时,f(x)-A →0.

设f(x)-A=α,则f(x)=A+α且有lim
x→x0

α=0.

充分性 设f(x)=A+α,lim
x→x0

α=0,则lim
x→x0

f(x)=lim
x→x0

(A+α)=A.

对于x→∞ 等情形,可以类似地证明.
  3.

 

无穷小量的性质

在自变量的同一变化过程中,无穷小量具有下列重要性质.
性质1.3.1 有限个无穷小量的代数和仍然是无穷小量.
性质1.3.2 有限个无穷小量的乘积仍然是无穷小量.
性质1.3.3 有界函数与无穷小量的乘积是无穷小量.
性质1.3.4 常数与无穷小量的乘积是无穷小量.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

无数个无穷小量的和未必是无穷小量.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例如,当n → ∞ 时,1
n2
,2
n2
,…,n

n2 都是无穷小量,但是lim
n→∞

1
n2+

2
n2+…+

n
n2  =

lim
n→∞

n(n+1)
2n2 =lim

n→∞

1
2+

1
2n  =12.(此极限用本章第四小节的知识即可求解)

●小●试●牛●刀
例1.3.2 计算

 

lim
n→∞

cosn
n .

解 因为cosn
n =

1
n
·cosn,而1n

是n→∞时的无穷小量,cosn是有界函数.根据无穷

小量的性质1.3.3,可知lim
n→∞

cosn
n =0.

  二、
 

无穷大量
 

定义1.3.2 如果当x→x0(或x→∞)时,函数f(x)的绝对值无限增大,那么称函数

f(x)为当x→x0(或x→∞)时的无穷大量,简称无穷大,记作

lim
x→x0

f(x)=∞ (或lim
x→∞

f(x)=∞).

如:

当x→0时, 1
x

无限增大,所以 1
x

是当x→0时的无穷大量,记作lim
x→0

1
x =∞.
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第一章 函数、极限与连续  

当x→∞ 时,|x|无限增大,所以x 是当x→∞ 时的无穷大量,记作lim
x→∞

x=∞.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

在定义1.3.2中当x→x0(或x→∞)时,函数f(x)只取正值(或只取负值),那么

称函数f(x)为当x→x0(或x→∞)时的正(负)无穷大量,简称正(负)无穷大,记作

lim
x→x0
(x→∞)

f(x)=+∞(或lim
x→x0
(x→∞)

f(x)=-∞).

(2)
 

当x→x+
0,x→x-

0,x→+∞,x→-∞ 时,可得到相应的无穷大量定义.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例如,当x→+∞ 时,2x 取正值而无限增大,所以2x 是当x→+∞ 时的正无穷大量,记
作 lim

x→+∞
2x =+∞.

当x→0+ 时,lnx 取负值而无限减小,所以lnx 是x →0+ 时的负无穷大量,记作

lim
x→0+
lnx=-∞.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

无穷大量是与自变量x 的变化过程紧密相关的,因此,必须指明自变量x 的变化

过程.
(2)

 

无穷大量表达的是量的变化状态,而不是量的大小,不可把绝对值很大的常数说成

是无穷大量.
(3)

 

如果函数f(x)为当x→x0(或x→∞)时的无穷大量,那么它的极限是不存在的,
但为了描述函数的这种变化趋势,也说“函数的极限是无穷大”.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  三、
 

无穷小量与无穷大量的关系

定理1.3.2 在自变量的同一变化过程中,如果函数f(x)为无穷大量,则 1
f(x)

为无

穷小量;反之,如果函数f(x)为无穷小量,且f(x)≠0,则 1
f(x)

为无穷大量.

●小●试●牛●刀
例1.3.3 指出函数f(x)=

1
x-3

中,x 在怎样的变化过程是无穷小量? 怎样的变化

过程是无穷大量?
解 因为当x→3时,x-3为无穷小量,

所以当x→3时,函数f(x)=
1

x-3
为无穷大量.

因为当x→∞ 时,x-3为无穷大量;

所以当x→∞ 时,函数f(x)=
1

x-3
为无穷小量.
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●大●展●身●手
例1.3.4 【应用案例】中的速度求解.

解 假设A,B 两地的距离为S,从B 到A 的速度为V,往返的平均速度为V
-
,从A 到

B 的时间为t1,从B 到A 的时间为t2,则

t1=
S
30
,t2=

S
V.

往返A,B 两地所花费的时间为

t1+t2=
S
30+

S
V.

往返A,B 两地的平均速度为

V
-

=
2S

t1+t2
=

2S
S
30+

S
V

=
60

1+
30
V

.

在V
-

=
60

1+
30
V

中,只有当V 是无穷大量即V→∞,才有V
-

=60,即V
-

=lim
V→∞

60

1+
30
V

=60.

也就是返程速度需无限大才能满足平均速度60km/h的要求,这在实际中无法实现.

习题1.3

●小●试●牛●刀
1.

 

指出下列函数在相应的自变量的趋向下是无穷大量,还是无穷小量?

(1)
 2+x
3x

(x→0); (2)
 

e-x(x→+∞);

(3)
 

lnx(x→+∞); (4)
 

tanx(x→0);

(5)
 

cotx(x→0); (6)
 

2
1
x(x→0-).

2.
 

计算下列函数的极限.

(1)
 

lim
x→∞

arctan2x
3x

; (2)
 

lim
x→0

x3cos1x.

●大●展●身●手
3.

 

当x 趋向何值时,下列函数分别为无穷大量、无穷小量.
(1)

 

y=log1
2
(x-1); (2)

 

y=3x+2.
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第一章 函数、极限与连续  

第四节 极限的运算

应用案例

某医疗科技公司推出了一款创新型智能健康手环,主打实时监测血糖和心率功能.产品

上市初期因技术领先和精准营销迅速走红,销量激增.但随着时间的推移,市场逐渐饱和,且
竞争对手推出类似产品,导致销量增速放缓.已知销量y 与时间t 的函数关系为y =
200t

t2+1000
,试分析该智能健康手环长期销售前景,为公司的战略调整提供依据.

  一、
 

极限的运算法则

前面只能计算一些较简单的函数的极限,而实际问题中的函数却要复杂得多,因此,我
们有必要了解和掌握极限的运算法则.
  1.

  

极限的四则运算法则

设limf(x)=A,limg(x)=B,则有

法则1.4.1 lim[f(x)±g(x)]=limf(x)±limg(x)=A±B.
法则1.4.2 lim[f(x)g(x)]=limf(x)·limg(x)=AB.

法则1.4.3 limf(x)
g(x)=

limf(x)
limg(x)=

A
B
(B ≠0).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

对每一个法则而言,“lim”表示自变量的同一个变化过程.
(2)

 

法则1.4.1和法则1.4.2可以推广到有限多个函数的情形.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

推论1.4.1 常数可以提到极限号前,即

lim[C·f(x)]=C·limf(x)=CA(C 为常数).

推论1.4.2 m 为正整数,那么

lim[f(x)]m =[limf(x)]m =Am.

例如:lim
x→x0

xm = lim
x→x0

x  m =xm
0.

●小●试●牛●刀
例1.4.1 计算lim

x→1
(4x2+5x-3).

解 lim
x→1
(4x2+5x-3)=lim

x→1
4x2+lim

x→1
5x-lim

x→1
3=4lim

x→1
x2+5lim

x→1
x-3=4+5-3=6.
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小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

lim
x→x0

anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0  =anxn
0+an-1xn-1

0 +…+a1x0+a0,

即当x →x0 时多项式函数的极限等于该函数在x0 处的函数值.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.4.2 计算lim
x→-1

4x2-3x+1
6x-5

.

解 当x→-1时,(6x-5)→-11(分母的极限不为0),由法则1.4.3,得

lim
x→-1

4x2-3x+1
6x-5 =

lim
x→-1
(4x2-3x+1)

lim
x→-1
(6x-5) =

4(-1)2-3(-1)+1
6(-1)-5 =-

8
11.

例1.4.3 计算
 

lim
x→1

x-4
x-1

.

解 因为lim
x→1

x-1
x-4=0,即

x-1
x-4

是当x→1时的无穷小量,根据无穷大量与无穷小量

的关系可知,它的倒数x-4
x-1

是当x→1时的无穷大量,即lim
x→1

x-4
x-1=∞.

●大●展●身●手
例1.4.4 lim

n→∞

1
2+

1
4+

1
8+…+

1
2n  .

解 lim
n→∞

1
2+

1
4+

1
8+…+

1
2n  =lim

n→∞

1
2
[1-

1
2  

n

]

1-
1
2

=lim
n→∞
[1-

1
2  

n

]=lim
n→∞
1-

lim
n→∞

1
2  

n

=1-0=1.

  2.
 

复合函数极限的运算法则

定理1.4.1 设函数y =f[φ(x)]由函数y =f(u),u =φ(x)复合而成.如果

lim
x→x0

φ(x)=u0,且在x0 的附近(除x0 外)φ(x)≠u0,又有lim
u→u0

f(u)=A,那么

lim
x→x0

f[φ(x)]=lim
u→u0

f(u)=A.

证明从略.

●小●试●牛●刀
例1.4.5 计算lim

x→0
tan2x.

解 令u=2x,则函数y=tan2x 可视为由y=tanu,u=2x 构成的复合函数.因为当

x→0时,u=2x→0,且u→0时tanu→0,所以lim
x→0
tan2x=lim

u→0
tanu=0.

例1.4.6 计算lim
x→∞
4
1
x .

解 令u=
1
x
,因为lim

x→∞

1
x =0,且lim

u→0
4u =1,所以lim

x→∞
4
1
x =lim

u→0
4u =1.

·62·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



第一章 函数、极限与连续  

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.4.5、例1.4.6中,熟练以后可以不必写出中间变量.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  3.
 

未定式求极限

一般地,如果所给函数在自变量的某种趋向下分子、分母的极限均为0(或无穷大),人们

常称这类极限为“0
0
”或“∞

∞
”  型未定式极限.这时不能直接应用商的极限运算法则,而应

先根据具体情况作适当的恒等变换,使之符合条件,然后再运用极限的运算法则.

●小●试●牛●刀
例1.4.7 计算lim

x→-1

x2-2x-3
x2-x-2

.

解 当x→-1时,所给函数的分子、分母的极限均为0,即为“0
0
”型未定式,法则

1.4.3不能用.但它们都有趋向于0的公因子 (x+1),所以可以约去这个极限为零的公

因子,从而

lim
x→-1

x2-2x-3
x2-x-2

=lim
x→-1

(x+1)(x-3)
(x+1)(x-2)=

lim
x→-1

x-3
x-2= -1-3

-1-2=
4
3.

例1.4.8 计算lim
x→0

 
1-x -1

x .

解 这是“0
0
”型未定式,可先用分子有理化再消去极限为零的公因子.

lim
x→0

 
1-x -1

x = lim
x→0

( 1-x -1)(
 
1-x +1)

x(
 
1-x +1)

= lim
x→0

-x
x(

 
1-x +1)

=
 

lim
x→0

-1
 
1-x +1

=-
1
2.

例1.4.9 计算
 

lim
x→∞

3x2-x+2
x2+2x+2

.

解 这是“∞
∞
”型未定式,分子、分母同除以分子、分母中自变量的最高次幂,得

lim
x→∞

3x2-x+2
x2+2x+2

=lim
x→∞

3-
1
x +

2
x2

1+
2
x +

2
x2

=3.

例1.4.10 计算
 

lim
x→∞

2x2-x+1
x3-2x-3

.
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 经 济 数 学

  解 这是“∞
∞
”型未定式,分子、分母同除以分子、分母中自变量的最高次幂,得

lim
x→∞

2x2-x+1
x3-2x-3

=lim
x→∞

2
x -

1
x2+

1
x3

1-
2
x2-

3
x3

=
0
1=0.

例1.4.11 计算lim
x→∞

5x3-x+1
3x2-x+3

.

解 因为
 

lim
x→∞

3x2-x+3
5x3-x+1

=0,所以lim
x→∞

5x3-x+1
3x2-x+3

=∞.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

一般地,当x→∞ 时,有理分式 (a0 ≠0,b0 ≠0)的极限有以下结果:

lim
x→∞

a0xn +a1xn-1+…+an

b0xm +b1xm-1+…+bm
=

∞ m <n
a0

b0
m=n

0 m >n

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(a0 ≠0,b0 ≠0).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.4.12 计算
 

lim
x→1

3
1-x3-

1
1-x  .

解 lim
x→1

3
1-x3-

1
1-x  =limx→1

3-(1+x+x2)
(1-x)(1+x+x2)=limx→1

(2+x)(1-x)
(1-x)(1+x+x2)

=lim
x→1

2+x
1+x+x2=1.

例1.4.13 求 lim
x→+∞

( x2-x -
 
x2+1).

解 lim
x→+∞

( x2-x -
 
x2+1)=lim

x→+∞

( x2-x)2-(
 
x2+1)2

 
x2-x +

 
x2+1  

=lim
x→+∞

-x-1
 
x2-x +

 
x2+1  

=lim
x→+∞

-1-
1
x

 

1-
1
x +

 

1+
1
x  =-

1
2.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

遇到其他类型的未定式极限(如上面的“∞-∞ ”型),一般通过恒等变形(如通分或有

理化等)转化为“0
0

”或“∞
∞

”等类型.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●大●展●身●手
例1.4.14 已知lim

x→∞

x2+2
x-1-ax-b  =0,求常数a,b.

解 由于
 

lim
x→∞

x2+2
x-1-ax-b  =limx→∞

(1-a)x2+(a-b)x+b+2
x-1 =0.

所以,1-a=0,a-b=0,即a=1,b=1.
例1.4.15 【应用案例】———产品销量变化趋势.
解 智能健康手环长期销售量是对远期销售前景的一个预测,即求lim

t→∞
y.

lim
t→∞

y=lim
t→∞

200t
t2+1000

=0.

随着时间的推移,该产品的销售量越来越低,并最终趋近于零.因此,企业需提前采取创

新或市场扩展策略以应对衰退.

  二、
 

两个重要极限

  1.
 

第一个重要极限lim
x→0

sinx
x =1

我们先来叙述函数极限的夹逼定理,然后再证明lim
x→0

sinx
x =1.

定理1.4.2(函数极限的夹逼定理) 如果函数f(x),g(x),h(x)在同一变化过程中满

足g(x)≤f(x)≤h(x),且limg(x)=limh(x)=A,那么

limf(x)=A.

现在证明
 

lim
x→0

sinx
x =1.

证明 因为sin
(-x)
-x = -sinx

-x =
sinx
x
,即x改变符号时,sinx

x
的值不变,所以只要讨

论x 由正值趋于零的情形就可以了.

 图1 18

作单位圆,设圆心角 ∠ΑΟΒ 的弧度数为x0<x<
π
2  (如图

1 18).
因为扇形ΑΟΒ 的面积大于△ΑΟΒ 的面积而小于△ΑΟC 的面积

(AC 为该圆在A 点的切线),所以有

1
2sinx<

1
2x<

1
2tanx.

各式同除以正值 1
2sinx

,得

1<
x
sinx <

1
cosx

,
 

即 cosx<
sinx
x <1.
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 经 济 数 学

  显然lim
x→0
cosx=1,且lim

x→0
1=1,由定理1.4.2即得

lim
x→0

sinx
x =1.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

若所求极限是“0
0

”且含有三角函数可以考虑用第一个重要极限来计算.

(2)
 

推广:如果limφ(x)=0,那么limsinφ
(x)

φ(x) =lim
φ(x)→0

sinφ(x)
φ(x) =1.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.4.16 计算lim

x→0

tanx
x .

解 lim
x→0

tanx
x =lim

x→0

sinx
cosx
x =lim

x→0

sinx
x
· 1
cosx  =limx→0

sinx
x
·lim

x→0

1
cosx=1·1=1.

例1.4.17 计算lim
x→0

sin3x
2x .

解 lim
x→0

sin3x
2x =lim

x→0

sin3x
2
3
·3x

=
3
2limx→0

sin3x
3x =

3
2
·1=

3
2.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

lim
x→0

sinax
bx =

a
b

(a≠0,b≠0).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.4.18 lim
x→∞

x·sin3x.

解 lim
x→∞

x·sin3x =lim
x→∞

sin3x
3
x

·3=3·lim
x→0

sin3x
3
x

=3.

例1.4.19 lim
n→∞
3×2n-1R2sin π

3×2n-1
(第二小节【应用案例1】中圆的面积).

解 lim
n→∞
3×2n-1R2sin π

3×2n-1=πR2lim
n→∞

sin π
3×2n-1

π
3×2n-1

·π=πR2.

例1.4.20 lim
x→0

sin4x
sin3x.
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第一章 函数、极限与连续  

解 lim
x→0

sin4x
sin3x=lim

x→∞

sin4x
4x

·4x

sin3x
3x

·3x

 

= 43
·lim

x→0

sin4x
4x
sin3x
3x

=
4
3.

●大●展●身●手
例1.4.21 计算lim

x→0

1-cosx
x2 .

解 lim
x→0

1-cosx
x2 =lim

x→0

2sin2x2
x2 =lim

x→0

1
2
·
sinx
2

x
2  

2

=
1
2limx
2→0

sinx
2

x
2  

2

=
1
2
·1=

1
2.

例1.4.22 计算lim
x→0

sin3x-sinx
3x .

解 lim
x→0

sin3x-sinx
3x =lim

x→0

2cos2xsinx
3x =

2
3limx→0

cos2x·lim
x→0

sinx
x =

2
3
·1·1=

2
3.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

sinα-sinβ=2cos
α+β
2 sinα-β

2 .

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

第二个重要极限lim
x→∞

1+
1
x  

x

=e

这是“1∞ ”未定式的极限,列出下表以探求当x→+∞ 时,

函数f(x)=1+
1
x  

x

的变化趋势(表中的数值除x=1外,都是近似值).

表1 1

x 1 2 10 1000 10000 100000 1000000 …

f(x)= 1+
1
x  

x

2 2.25 2.594 2.717 2.7181 2.7182 2.71828 …

  从表1 1中可以看出,当取x 正值并无限增大时,f(x)是逐渐增大的,但是不论x 如

何增大,f(x)的值总不会超过3,即当x→+∞ 时,由单调有界数列必定收敛可以证明函

数f(x)= 1+
1
x  

x

是趋于一个确定的数2.718281828…,但这个数是一个无理数,即自然

对数的底数e.

同样当x→-∞时,函数f(x)=1+
1
x  

x

有类似的变化趋势,只是它是逐渐减小而趋

向于e.
综上所述,得到第二个重要极限

lim
x→∞

1+
1
x  

x

=e.
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 经 济 数 学

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

“1∞ ”的幂指函数的极限可以考虑用第二个重要极限来计算.

(2)
 

令x=
1
u

,则x→∞ 时,u→0,
 

则lim
u→0

(1+u)
1
u =e.

(3)
 

推广:若
 

limφ(x)→∞,则lim1+
1

φ(x)  φ(x)

= lim
φ(x)→∞

1+
1

φ(x)  φ(x)

=e;

或若limφ(x)=0,则lim(1+φ(x))
1

φ(x)=lim
φ(x)→0

(1+φ(x))
1

φ(x)=e.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.4.23 计算lim

x→∞
1+

1
x  

5x

.

解 lim
x→∞

1+
1
x  

5x

=lim
x→∞

1+
1
x  

x􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 5= lim
x→∞

1+
1
x  

x􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 5=e5.

例1.4.24 lim
x→∞

1-
3
x  

x

.

解 lim
x→∞

1-
3
x  

x

=lim
x→∞ 1+

1

-
x
3
 -

x
3(-3)

=
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 lim

x→∞ 1+
1

-
x
3
 -

x
3􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 -3

=e-3.

例1.4.25 计算lim
x→0

ln(1+x)
x .

解 令u=(1+x)
1
x,且当x→0时,u→e.所以

lim
x→0

ln(1+x)
x =lim

x→0
ln(1+x)

1
x =lim

u→e
lnu=lne=1.

例1.4.26 计算lim
x→0

ex -1
x .

解 令ex -1=u,则x=ln(1+u),且当x→0时,u→0.所以

lim
x→0

ex -1
x =lim

u→0

u
ln(1+u)=limu→0

1

ln(1+u)
1
u
=1.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.4.25和1.4.26的结论可作为公式使用.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例1.4.27 计算lim

x→∞

2-x
3-x  

x+2

.

解 令2-x
3-x=1+u,则x=3+

1
u
,且x→∞ 时,u→0.所以
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第一章 函数、极限与连续  

lim
x→∞

2-x
3-x  

x+2

=lim
u→0
(1+u)

1
u+5

=lim
u→0
[(1+u)

1
u(1+u)5]=e·1=e.

例1.4.28 计算lim
x→0
(1+tanx)cotx.

解 令tanx=u,则当x→0时,u→0.所以

lim
x→0
(1+tanx)cotx =lim

u→0
(1+u)

1
u =e.

  三、
 

等价无穷小的替换

我们已经知道,在自变量的同一变化过程中的两个无穷小量的和与积仍然是这个过程

中的无穷小量,但是两个无穷小量的商却要复杂得多.例如,当x→0时,x,x2和sinx 都是

无穷小量,而lim
x→0

x2

x =0,lim
x→0

sinx
x =1,lim

x→0

x
x2=∞.

两个无穷小量的比值的极限不同,反映了不同的无穷小量趋于零时的“快慢”差异,以下

通过无穷小量的比较来衡量不同的无穷小量逼近于零的快慢程度,并且它将为极限的运算

提供较为简捷的途径.
定义1.4.1 设在自变量的同一变化过程中,α,β都为无穷小量.

(1)
 

如果limα
β

=0,则称α是β的高阶无穷小量,亦称β是α的低阶无穷小量,记作α=

ο(β).

(2)
 

如果limα
β

=∞,即limβ
α =0,则称β是α的高阶无穷小量,亦称α是β的低阶无

穷小量,记作β=ο(α).

(3)
 

如果limα
β

=k(k≠0),则称α与β是同阶无穷小量.

特别地,当k=1时,即limα
β

=1,则称α与β是等价无穷小量,记作α~β.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在自变量的同一变化过程中,同阶无穷小量可以想象为它们趋向于0的快慢成一种“倍
数”关系;等价无穷小量是指它们趋向于0的速度“相同”;若α是β的高阶无穷小量,则意味

着α比β趋向于0的速度要快得多.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

如:

lim
x→0

x2

x =0故当x→0时,x2 是x 的高阶无穷小量,记作x2=o(x)(x→0).

lim
x→0

x2

5x2=
1
5
,故当x→0时,x2 与5x2 是同阶无穷小量.

lim
x→+∞

1
2x

1
3x

=lim
x→+∞

3
2  

x

=∞,故当x→+∞ 时,1
2x 是1

3x 的低阶无穷小量.
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●小●试●牛●刀
例1.4.29 x→1时,无穷小1-x 和1-x2,1

2
(1-x2)是否等价?

解 因为lim
x→1

1-x
1-x2=lim

x→1

1
1+x=

1
2
,lim
x→1

1-x
1
2
(1-x2)

=lim
x→1

2
1+x=1.

所以,当x→1时,1-x 和 1
2
(1-x2)是等价无穷小量.

●大●展●身●手
例1.4.30 证明当x→0时,(1+x)n -1~nx(n∈N+).

解 因为
 

lim
x→0

(1+x)n -1
nx =lim

x→0

C1nx+C2nx2+…+Cn
nxn

nx =1,

所以当x→0时,(1+x)n -1~nx(n∈N+).

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

当x→0时,sinx ~x,tanx ~x,arcsinx ~x,arctanx ~x,ln(1+x)~x,

ex -1~x,1-cosx ~
1
2x

2.

(2)
 

若
 

limφ(x)=0,则sinφ(x)~φ(x),tanφ(x)~φ(x),arctanφ(x)~φ(x),

ln[1+φ(x)]~φ(x),eφ(x)-1~φ(x),1-cosφ(x)~
1
2

[φ(x)]2.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

定理1.4.3(等价无穷小量替换) 设α,α',β,β'是x→x0(或∞)时的无穷小量,且α~

α',β~β',则当极限limα'
β'

存在时,极限limα
β

也存在,且limα
β

=lim
α'
β'

.

证明 limα
β

=lim
α
α'
·α'
β'
·β'
β  =limα

α'
·limα'

β'
·limβ'

β
=lim

α'
β'

.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

灵活运用等价无穷小量替换可为极限计算提供极大的方便.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.4.31 计算

 

lim
x→0

sin5x
7x .

解 因为sin5x ~5x(x→0),所以lim
x→0

sin5x
7x =lim

x→0

5x
7x=

5
7.

例1.4.32 计算
 

lim
x→0

ln(1+x)
ex -1

.
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解 因为ln(1+x)~x,ex -1~x(x→0),所以
 

lim
x→0

ln(1+x)
ex -1

=lim
x→0

x
x =1.

●大●展●身●手
例1.4.33 计算

 

lim
x→π4

tan2xtan π
4-x  .

解 先作变量代换,令u=
π
4-x,当x →

π
4

时,u →0,从而有tanu ~u,所以

lim
x→π4

tan2xtan π
4-x  =limu→0

tan2 π4-u  tanu=lim
u→0
cot2u·tanu=lim

u→0

tanu
tan2u=lim

u→0

u
2u=

1
2.

例1.4.34 计算lim
x→0

tanx-sinx
x3 .

解 lim
x→0

tanx-sinx
x3 =lim

x→0

sinx·1-cosx
cosx

x3 =lim
x→0

1
cosx

·lim
x→0

x(1-cosx)
x3 =

1·lim
x→0

1-cosx
x2 =lim

x→0

1
2x

2

x2 =
1
2.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在分子或分母为和式时,通常不能将和式中的某一项或若干项以其等价无穷小量替换,
而应将分子或分母加以整体替换;若分子或分母为几个因子的乘积,则可将其中某个或某些

因子以其等价无穷小量替换,即乘积因子才能作无穷小量替换.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

习题1.4

●小●试●牛●刀
1.

 

计算下列各题中的极限.

(1)
 

lim
x→4

x2+5
x-3

; (2)
 

lim
x→4

x2-6x+8
x2-5x+4

;

(3)
 

lim
x→1

x2-2x+1
x3-x

; (4)
 

lim
x→2

 
x2+5-3
x-2

;

(5)
 

lim
x→∞

x2+3x-5
2x3+x+8

; (6)
 

lim
x→∞

x3-9x2+8x+7
10x2+9x+8

;

(7)
 

lim
x→∞

x(x+5)
(x+2)(x+3)

; (8)
 

lim
x→∞

2x
3-x-

3
2x  ;
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 经 济 数 学

(9)
 

lim
x→2

x
x2-4

-
1

x-2  ; (10)lim
x→∞
( x+100-

 
x);

(11)
 

lim
x→0

sin3x
sin5x

; (12)
 

lim
x→0

tankx
x

;

(13)
 

lim
x→0

sin3x
sinx3

; (14)
 

lim
x→+∞

2xsin1
2x
;

(15)
 

lim
x→∞

1+
5
x  

-2x

; (16)
 

lim
x→0
(1-2x)

1
x;

(17)
 

lim
x→0

arcsinx
x

; (18)
 

lim
x→0

ln(1-2x)
ex -1

.

●大●展●身●手
2.

 

计算下列各题中的极限.

(1)
 

lim
n→∞

1+
1
2+

1
4+…+

1
2n  ; (2)

  

lim
n→∞

2n+1+3n+1

2n +3n
;

(3)
 

lim
x→0+

sinax
 
1-cosx

(a≠0); (4)
 

lim
x→0

 
2-

 
1+cosx
sin2x

;

(5)
  

lim
x→∞

2x-1
2x+1  

2x+1

; (6)
 

lim
x→0

x
1+5x;

(7)
 

lim
x→0

ln(h+x)-lnh
x

; (8)
 

lim
x→0
(1+x2)cot2x.

3.
 

已知lim
x→∞

ax2+bx+6
3x-4 =2,求a,b的值.

4.
 

已知当x→0时,axb ~ (tanx-sinx),求a,b的值.
5.

  

某一产品价格满足p(t)=20-20e-0.5t,
 

请你对该产品价格作一个长期预测.

第五节 函数的连续性

应用案例

某快递公司为优化物流成本并适应不同客户需求,制定了分段邮费政策.针对小型包

裹、中型包裹和大型包裹,分别设定差异化的收费标准.已知政策如下:当邮件的重量小于等

于1kg时邮费为5元,当邮件的重量大于1kg小于15kg时每千克邮费为5元,当邮件的重

量大于等于15kg时超过部分邮费按25元计算,且每个邮件的重量不超过20kg.求邮件邮

寄费用y(单位:元)与重量x (单位:g)的函数关系式,并用图形表示上述函数关系.
解 据题意函数关系式为

y=
5 0<x≤1
5x 1<x<15
100 15≤x≤20

.
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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第一章 函数、极限与连续  

考察此分段函数在区间(0,20]各点的极限,发现:
当0<x0 <1时,lim

x→x0
f(x)=f(x0)=5,即函数在x0 处的极限值等于x0 处的函

数值.
当x0=1时,lim

x→1-
f(x)=lim

x→1+
f(x)=f(1)=5,即函数在x0处的极限值等于x0处的函

数值.
当1<x0<15时,lim

x→x0
f(x)=f(x0)=5x0,即函数在x0处的极限值等于x0处的函数值.

当x0=15时,lim
x→15-

f(x)=75,lim
x→15+

f(x)=100,即该点处极限不存在.

当15<x0<20时,lim
x→x0

f(x)=f(x0)=100,即函数在x0处的极限值等于x0处的函数值.

当x0=20时,lim
x→20-

f(x)=100,即函数在x0处的左极限值等于x0处的函数值.函数图

像如图1 19所示.

 图1 19

从图1 19中发现曲线在点x0=15处是断开的,在点x0=1时是连在一起的.如何用数

学语言来描述着这种不同呢?

  一、
 

函数在某点处的连续性

定义1.5.1 如果函数y=f(x)在点x0 的某邻域内有定义,且lim
x→x0

f(x)=f(x0),则

称函数y=f(x)在点x0 处连续,称点x0 为函数y=f(x)的连续点.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

函数y=f(x)在点x0 处连续必须同时满足以下三个条件:
(1)

 

函数y=f(x)在点x0 处有定义;
(2)

 

极限lim
x→x0

f(x)存在;

(3)
 

极限值等于函数值,即lim
x→x0

f(x)=f(x0).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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显然,【应用案例】中f(x)在点x0=1处是连续的,在点x0=15处是不连续的.
相对于函数y=f(x)在x0 处的左、右极限概念,我们有函数y=f(x)在x0 处左右连

续的概念.
定义1.5.2 如果函数y=f(x)在区间(x0-δ,x0]上有定义,且lim

x→x-
0

f(x)=f(x0),

则称函数y=f(x)在点x0处左连续.如果函数y=f(x)在区间[x0,x0+δ)上有定义,且

lim
x→x+

0

f(x)=f(x0),则称函数y=f(x)在点x0 处右连续.

显然,【应用案例】中在点x0=15处是右连续的,在点x0=20处是左连续的.

●小●试●牛●刀

例1.5.1 讨论函数f(x)=
x2 x≥0
1-x3 x<0 在点x=0处的连续性.

解 显然f(0)=0.又因为lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-
(1-x3)=1,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+
x2=0.即当

x→0时,虽然函数f(x)的左、右极限都存在,但不相等,从而当x→0时函数f(x)的极限

不存在,所以函数f(x)在点x=0处不连续.

例1.5.2 证明函数f(x)=
1+cosx x<

π
2

sinx x≥
π
2

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

在点x=
π
2

处连续.

解 显然f
π
2  =1.又因为lim

x→π2
-
f(x)=lim

x→π2
-
(1+cosx)=1+cos

π
2=1,lim

x→π2
+
f(x)=

lim
x→π2

+
sinx=sin

π
2=1,即 lim

x→π2

f(x)=1,有lim
x→π2

f(x)=f
π
2  .

 

所以函数f(x)在点x=
π
2

处连续.

在例1.5.2中亦有lim
x→π2

-
f(x)=lim

x→π2
_
(1+cosx)=1+cos

π
2=f

π
2  ,

lim
x→π2

+
f(x)=lim

x→π2
+
sinx=sin

π
2=1=f

π
2  .

也就是函数f(x)在点x=
π
2

处既左连续又右连续.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

y=f(x)在点x0 处连续的充要条件是y=f(x)在点x0 处既左连续又右连续.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手

例1.5.3 已知函数f(x)=
tan2x
x x≠0

k x=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 当k 取何值时,函数f(x)在点x=0处
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第一章 函数、极限与连续  

连续.

解 f(0)=k,lim
x→0

f(x)=lim
x→0

tan2x
x =2,由于f(x)在x=0处连续,所以lim

x→0
f(x)=

f(0),从而得k=2.
若引入增量的概念,函数在某点的连续性还可以有别的定义形式.

 图1 20

如果函数y=f(x)的自变量x 由x0 变到x,我们称

差值x-x0为自变量x在x0处的改变量或增量,通常用符

号Δx 表示,即Δx=x-x0.此时相应的函数值由f(x0)
变到f(x),我们称差值f(x)-f(x0)为函数y=f(x)
在点x0 处的改变量或增量,记作 Δy,即 Δy =f(x)-
f(x0)=f(x0+Δx)-f(x0).增量的几何意义如图1 20
所示.

定义1.5.3 设函数y=f(x)在点x0的某邻域内有定义,且lim
Δx→0
Δy=0,则称函数y=

f(x)在点x0 处连续,称点x0 为函数y=f(x)的连续点.

  二、
 

函数的间断点及其分类

  1.
 

间断点的概念

定义1.5.4 如果函数y=f(x)在点x0 处不连续,则称y=f(x)在点x0 处间断,并
称点x0 为y=f(x)的间断点.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

y=f(x)在x0 处连续必须同时满足三个条件:
(1)

 

函数y=f(x)在x0 处有定义;
(2)

 

极限lim
x→x0

f(x)存在;

(3)
 

lim
x→x0

f(x)=f(x0).

如果这三个条件中有一个不满足,y=f(x)在x0 处就不连续.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

间断点的分类

根据函数在间断点附近的变化特性,将间断点分为以下两种类型.
定义1.5.5 设x0是y=f(x)的间断点,若y=f(x)在点x0的左、右极限都存在,则

称点x0为y=f(x)的第一类间断点.若y=f(x)在点x0的左、右极限至少有一个不存在,
则称点x0 为y=f(x)的第二类间断点.

●小●试●牛●刀
例1.5.4 讨论点x=0是否是函数f(x)=

x+1 x<0
x2-1 x≥0 的间断点.

解 因为lim
x→0-

f(x)=1,lim
x→0+

f(x)=-1,故lim
x→0

f(x)不存在,但左右极限都存在,所以

x=0是f(x)的第一类间断点.
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

左、右极限存在但不相等的间断点,称为跳跃间断点.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.5.5 讨论点x=-1是否是函数f(x)=
x2-1
x+1

x≠-1

-1 x=-1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 的间断点.

解 因为lim
x→-1

f(x)=-2≠f(-1),所以x=-1是f(x)的第一类间断点.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

左、右极限存在且相等的间断点,称为可去间断点.
(2)

 

第一类间断点分为跳跃间断点和可去间断点.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.5.6 讨论点x=0是否是函数f(x)=
1
x

的间断点.

解 因为函数f(x)=
1
x

在点x=0处无定义,且lim
x→0-

1
x =-∞,lim

x→0+

1
x =+∞,即函数

f(x)=
1
x

在点x=0处左右极限都不存在,所以x=0是它的第二类间断点.

●大●展●身●手

例1.5.7 讨论函数f(x)=

ex x<0
x+1 0<x≤1

x-1
1-

 
2-x

+1 x>1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

在x=0和x=1的连续性,

并判别间断点的类型.
解 显然函数f(x)在x=0处无定义,lim

x→0-
f(x)=lim

x→0-
ex=1,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+
(x+1)=

1,所以x=0是函数f(x)的第一类间断点中的可去间断点.

lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-
(x+1)=2,lim

x→1+
f(x)=lim

x→1+

x-1
1-

 
2-x

+1  =limx→1+ 
(x-1)(1+

 
2-x)

x-1 +

1 = lim
x→1+
(1+

 
2-x +1)=3,

 

所以x=1是函数f(x)的第一类间断点中的跳跃间

断点.

  三、
 

函数在区间上的连续性

定义1.5.6 如果函数y=f(x)在开区间 (a,b)内每一点都是连续的,则称函数y=
f(x)在开区间 (a,b)内连续,也称y=f(x)是 (a,b)内的连续函数.如果函数y=f(x)
在闭区间 [a,b]上有定义,在开区间 (a,b)内连续,且在区间的左端点x=a 处右连续,在

右端点x=b处左连续,即lim
x→a+

f(x)=f(a),lim
x→b-

f(x)=f(b),则称函数y=f(x)在闭区
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第一章 函数、极限与连续  

间 [a,b]上连续,也称y=f(x)是闭区间[a,b]上的连续函数.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

连续函数的图形是一条连续不间断的曲线.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

根据函数在一点连续的定义及函数极限的运算法则,可以证明连续函数的和、差、积、商
仍然是连续函数.

定理1.5.1 若函数f(x),g(x)在点x0 处连续,则函数f(x)±g(x),f(x)·g(x),

f(x)
g(x)

(g(x0)≠0)在点x0 处都连续.

证明 因为f(x),g(x)在点x0 处连续,即lim
x→x0

f(x)=f(x0),lim
x→x0

g(x)=g(x0).

从而由极限的运算法则,得到

lim
x→x0

[f(x)±g(x)]=lim
x→x0

f(x)±lim
x→x0

g(x)=f(x0)±g(x0),

所以函数f(x)±g(x)在点x0 处连续.
后两个结论可类似地加以证明,且和、差、积的情况可以推广到有限个函数的情形.
定理1.5.2(复合函数的连续性) 函数y=f[φ(x)]由y=f(u)和u=φ(x)复合而

成.设函数u=φ(x)在点x0处连续,y=f(u)在u0处连续,且u0=φ(x0),则复合函数y=
f[φ(x)]在点x0 处连续,即

lim
x→x0

f[φ(x)]=f[lim
x→x0

φ(x)]=f[φ(x0)].

证明从略.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

计算lim
x→x0

f[φ(x)]时,只要满足定理1.5.2的条件,可转化为计算f[φ(x0)],从而使

得计算简化.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

定理1.5.3 若函数y=f(x)在某区间上单值、单调且连续,则它的反函数y=f-1(x)
在对应的区间上也单值、单调且连续,并且它们的单调性相同,即它们同为递增或同为递减

函数.
证明从略.
由于y=C(C 为常数)是连续函数,且基本初等函数在其定义域内连续.根据定理1.5.1

和定理1.5.2,我们可以得到下面的重要定理.
定理1.5.4 初等函数在其定义区间内是连续的.
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小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

如果函数y =f(x)是初等函数,而且点x0 是其定义区间内的一点,那么一定有

lim
x→x0

f(x)=f(x0).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.5.8 计算lim

x→e
arctan(lnx).

解 因为y=arctan(lnx)是初等函数,且x=e是它的定义区间内的一点,由定理

1.5.4,有

lim
x→e
arctan(lnx)=arctan(lne)=arctan1=

π
4.

例1.5.9 计算
 

lim
x→4

 
2x+1-3
 
x -2

.

解 所给函数是初等函数,但它在x=4处无定义,故不能直接应用定理1.5.4.易见这

是一个“0
0
”

 

型的极限问题.经过分子分母分别有理化,可转化为一个在x=4处的连续函

数,再计算其极限.即

lim
x→4

 
2x+1-3
 
x-2

=lim
x→4

( 2x+1-3)(
 
2x+1+3)(

 
x+2)

( x-2)(
 
2x+1+3)(

 
x+2)

=lim
x→4

(2x-8)(
 
x+2)

(x-4)(
 
2x+1+3)

=lim
x→4

2(
 
x +2)

 
2x+1+3

=
8
6=

4
3.

●大●展●身●手
例1.5.10 讨论函数f(x)=

x2-1
x(x+1)

的连续性.

解 因为f(x)是初等函数,其定义域为
 

(-∞,-1)∪(-1,0)∪(0,+∞),因此,函
数在 (-∞,-1)∪ (-1,0)∪ (0,+∞)内连续,而在点x=0,x=-1处间断.

在点x=0处,因为lim
x→0

f(x)=lim
x→0

x2-1
x(x+1)=

∞,所以x=0是f(x)的第二类间断点.

在点x=-1处,因为lim
x→-1

f(x)=lim
x→-1

x2-1
x(x+1)=

lim
x→-1

x-1
x =2,所以x=-1是f(x)

的第一类间断点,且为可去间断点.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

讨论函数的连续性,要指出其连续区间,若有间断点,应进一步指出间断点的类型.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

·24·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



第一章 函数、极限与连续  

  四、
 

闭区间上连续函数的性质

闭区间上的连续函数有一些重要性质,这些性质在直观上比较明显,因此,我们将不加

证明地直接给出下面结论.
定理1.5.5(最大值和最小值定理) 若函数y=f(x)在闭区间 [a,b]上连续,则
(1)

 

在 [a,b]上至少存在一点ξ1,使得对于任何x∈ [a,b],恒有f(ξ1)≥f(x);
(2)

 

在 [a,b]上至少存在一点ξ2,使得对于任何x∈ [a,b],恒有f(ξ2)≤f(x).
f(ξ1),f(ξ2)分别称为函数y=f(x)在闭区间 [a,b]上的最大值和最小值.

 图1 21

从几何直观上看,因为闭区间上的连续函数的图形是包括

两端点的一条不间断的曲线,必定有最高点P 和最低点Q,而

点P,Q 的纵坐标就是函数的最大值和最小值(如图1 21所

示).
若函数f(x)在开区间(a,b)内连续,则它在(a,b)内未必

能取得最大值和最小值.例如,函数f(x)=x2 在区间(0,1)内连

续,但它在(0,1)内无最大值和最小值.若函数f(x)在闭区间

[a,b]内有间断点,也未必能取得最大值和最小值.例如,函数

f(x)=
-x+1 0≤x<1
1 x=1

-x+3 1≺x≤2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

在闭区间[0,2]上有间断点x=1,函数f(x)在闭区间[0,2]上既无最大值又无最小值(如
图1 22所示).

 图1 22
  

 图1 23

推论1.5.1 若函数y=f(x)在闭区间 [a,b]上连续,则它在闭区间 [a,b]上有界.
定理1.5.6(介值定理) 若y=f(x)在闭区间[a,b]上连续,m 与M 分别是y=f(x)

在闭区间 [a,b]上的最小值和最大值,μ 是介于m 与M 之间的任一实数,即m ≤μ≤M,
则在 [a,b]上至少存在一点ξ,使得f(ξ)=μ.

定理1.5.6的几何意义:介于两条水平直线y=m 与y=M 之间的任一条直线y=μ,与
曲线y=f(x)至少有一个交点(如图1 23).

推论1.5.2(方程根的存在定理) 若y=f(x)在闭区间 [a,b]上连续,且f(a)·

f(b)<0,则方程f(x)=0在 (a,b)内至少有一个根,即至少存在一点ξ∈ (a,b),使
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f(ξ)=0.
推论1.5.2的几何意义:一条连续曲线,若其上的点的纵坐标由负值变到正值或由正值

变到负值时,则曲线至少要穿越x 轴一次(如图1 23).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

使f(x)=0的点称为函数y=f(x)的零点;
(2)

 

推论1.5.2又称为零点定理.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.5.11 证明方程x5-4x+2=0在区间 (1,2)内至少有一个实根.
证明 设f(x)=x5-4x+2,显然它在闭区间 [1,2]上连续,且f(1)=-1<0,

f(2)=26>0,由推论1.5.2可知,至少存在一点ξ∈(1,2),使得f(ξ)=0.这表明所给方

程在(1,2)内至少有一个实根.

●大●展●身●手
例1.5.12 某个巡逻小分队定期派人到山上巡逻,每两天一个来回.

 

有一次轮到小魏

巡逻,第一天早上6:00从山下的驻地出发,当天下午4:00到达山顶驻地.长官在下午1:15
左右联系小魏,小魏报告了所在地(距鹰场100m).第二天早上6:00沿原路下山,长官仍在

下午1:15左右联系小魏,小魏继续报告所在地,竟发现是昨天报告的同一个位置(距鹰场

100m).小魏心想,自己竟然在两天的同一时刻经过了同一个地方.真是太巧! 请思考这是

一个巧合吗?
解 如图1 24所示,设山下驻地与山顶驻地之间的路程为L,f(t)表示时刻t(t∈

[6,16])小魏离开山下驻地走过的路程,显然f(t)是区间[6,16]上的连续函数,且f(6)=
0,f(16)=L.g(t)表示小魏第二天下山时在与前一天相同时刻尚未走完的路程,可知g(t)
是区间[6,

 

16]上的连续函数,且有g(6)=L,g(16)=0.

 图1 24

要证明在这条路上存在这样一个点,小魏在两天的同一时刻都经过此点,即证明存在

ξ∈[6,16],使f(ξ)=g(ξ).
构造辅助函数φ(t),φ(t)=f(t)-g(t)

 

,则φ(t)在区间[6,16]上连续,且有

φ(6)φ(16)=[f(6)-g(6)][f(16)-g(16)]=-L2 <0.

由推论1.5.2可知,一定存在ξ∈ (6,16),使φ(ξ)=0,即f(ξ)=g(ξ).
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习题1.5

●小●试●牛●刀
1.

 

计算下列函数的极限.

(1)
 

lim
x→1
[sin(lnx)]; (2)

 

lim
x→0

 
x+4-2
2sinx

;

(3)
 

lim
x→+∞

cos(
 
x-100-

 
x); (4)

 

lim
x→0
sinln(1+x)

1
x  .

2.
 

讨论下列函数f(x)在x=0处是否连续? 若不连续,指出是哪一类间断点.

(1)
 

f(x)=
x+

1
x x≠0

0 x=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ; (2)

 

f(x)=
2
1
x -1

2
1
x +1

.

3.
 

证明方程x3+2x-6=0至少有一个根介于1和3之间.

4.
 

设函数f(x)=sinx-x2cosx,证明至少存在一点ξ∈ π,32π  ,使得f(ξ)=0.

●大●展●身●手

5.
 

讨论函数f(x)=
x2+5x+6
x2+x-6

的连续性.

6.
 

设函数f(x)=
e-x x<0

a2+x x≥0 在 (-∞,+∞)内连续,求a 的值.

7.
 

设函数f(x)=

cosx
x+2

x≥0

 
a -

 
a-x

x x<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(a>0),问当a为何值时x=0是f(x)的

间断点? 是第几类间断点?

第六节 极限在经济分析中的简单应用

应用案例

某投资者王女士手中有闲置资金200000元,打算进行一年期的投资,她咨询了两家金

融机构,有两种产品可以选择.一种是一年期定期存款产品,年利率5%,年底一次性支付利

息,本金和利息到期后一次性返还;另一种是年化利率4.9%,按月复利计息,每月利息自动

滚入本金继续投资.王女士希望比较两种产品一年后的本利和,以确定选择收益更高的

产品.
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要解决这个问题,我们首先来了解几个概念.

  一、
 

计息制简介

  1.
 

本金

本金是指存入银行或从银行贷出的资金总额.

  2.
 

利息

利息是指投入本金所额外获得的资金.
  3.

 

利息率

利息率,简称“利率”,是指一定时期内利息额同本金额的比率,即

利率=利息/本金.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

按计算日期的不同,利率分别为年利率、月利率、日利率等.假设

年利率=12×月利率=365×日利率.

月利率= 112×
年利率=30×日利率.

日利率= 130×
月利率= 1

365×
年利率.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

利率用百分数或千分数表示,习惯上分别称为“分”或“厘”.如年利率五分即5%,表示

1000元存款存一年,利息为50元;月利率八厘写成8‰,表示1000元存一个月可得利息

8元.银行的利率都以年利率的形式给出,例如,假设半年期整存整取年利率为3.05%,则半

年整存整取的期利率为3.05%÷2=1.525%;二年期整存整取年利率为3.75%,而二年期

整存整取的期利率为3.75%×2=7.50%.

  二、
 

单利模型

  1.
 

单利公式

若本金在上期产生的利息不再加入本期本金计算利息,就叫单利.
现有本金(现值)为A0 元,年利率为r,年数为t.
一年后的本利和为 A1=A0(1+r).
二年后的本利和为 A2=A0(1+r)+A0r=A1=A0(1+2r).

……

t年后的本利和为 At=A0(1+tr).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

目前我国银行的定期存款实行的就是单利计息的方法.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

称At=A0(1+tr)为单利公式.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.6.1 大学生小张计划在三年后毕业时购买一台笔记本电脑.为达成目标,他将勤

工俭学攒下的3000元存入银行,选择三年期定期存款,年利率5%,以单利计息,试求小张到

期时的本利和.
解 以单利方式计算的话,A3=3000(1+5%×3)=3450(元).
所以到期时的本利和为3450元.

  2.
  

单利的现值公式

由例1.6.1可知,按照年利率5%,用单利制计算3000元本金在3年内的利息为450
元,那么反过来,如果按照单利计算3年后的3450元相当于现在的多少资金呢? 这就所指

的“贴现”问题.现值是在给定的利率水平下,未来某时间点的资金折算到现在时刻的价值,
此时利率r称为贴现率.单利制的现值公式为

A0=
At

1+tr.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

称A0=
At

1+tr
为单利的现值公式.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例1.6.2 小王2年后想用20000元购买一辆汽车,在年利率为4%的情况下,按单利

制计算,小王现在应一次性存入多少钱?

解 用单利制的现值公式A0=
20000

1+4%×2≈
18519(元).

  三、
 

复利模型

  1.
 

复利公式

若本金在上期产生的利息也纳入本期本金计算利息,就叫复利,即俗称的利滚利.
虽然单利计息法简单,但是没有完全将资金利用起来,没有考虑利息还可以作为本金生

出更多的利息.对于投资者而言,每一期收到的利息都会进行再投资,因此,复利法是更为科

学的计算投资收益的方法.在财务管理中,一般也都用复利计息法进行计算.
以银行贷款为例,用A0 表示本金(现值),r表示年利率,年数为t.
一年后本利和为A1=A0+A0r=A0(1+r).
二年后的本利和为A2=A1+A1r=A1(1+r)=A0(1+r)2.

……
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t年后的 本利和为At=A0(1+r)t.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

称At=A0(1+r)t 为复利公式.

(2)
 

若一年分n 期计息,t年后的本利和为At=A0 1+
r
n  

nt

.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.6.3 白领夫妻小李和小王计划三年后购买首套房,为稳健增值,他们将闲置的10

万元投资某银行复利型理财产品,年化收益率5%,那么3年后的本利和为多少?
解 3年后的本利和为A3=10000(1+5%)3 ≈11576(元).

●大●展●身●手
例1.6.4 【应用案例】———投资问题

解 若选第一种产品:一年支付一次红利,年利率是5%,那么一年末的本利和为

200000(1+5%)=210000(元).
若选第二种产品:一年分12个月(12期),年利率是4.9%,按复利支付红利,那么一年

末的本利和为2000001+
4.9%
12  

12

≈200000×1.0501=210020(元),第二种产品收益更

高.尽管年利率比第一种产品稍微低一些,但在这一年中,投资者不仅可用本金获取利息,而
且可用利息赚取利息.
  2.

 

复利的现值公式

A0=
At

(1+r)t
.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

称A0=
At

(1+r)t
为复利的现值公式.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.6.5 张女士将一笔资金存入银行,银行的一年期存款利率为1.45%,一年到期不

取款则由银行自动转存,即将上一年的本金和利息一起作为本金存入一年期的定期存款.张
女士在第3年末总共取得本利和10441.34元,问他最初存入的资金数额是多少?

解 由题意可知是复利计息求现值的问题,则

A0=
10441.34
(1+1.45%)3

≈10000(元).
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第一章 函数、极限与连续  

  四、
 

连续复利

  1.
 

连续复利公式

某些情况下,现值在无限短的时间内按照复利计息,称为连续复利.计息的“期”的时间

间隔无限缩短,即此刻的利息在下一刻马上计入本金,产生利息.
现有本金(现值)为A0元,年利率为r,若以复利计息,t年末 的复利终值为At=A0(1+r)t.

若每年分n期计息,t年末的本利和为At=A0 1+
r
n  

nt

,由于连续复利的计息的期无

限缩短,即每年的计息的次数n→∞,则t年末的本利为

At=lim
n→∞

A0 1+
r
n  

nt

=A0lim
n→∞

1+
r
n  

n
rrt

=A0ert.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

称At=A0ert 为连续复利公式.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.6.6 小王2024年1月10日购买一辆汽车,贷款20万元,以连续复利计息,年利

率4%.2033年1月10日到期一次还本付息,试确定贷款到期时还款总额.
解 由连续复利公式,2033年1月10日到期一次还本付息总额为A9=20e0.04×9≈20×

1.4333=28.666(万元).
  2.

 

连续复利的现值公式

A0=
At

ert
.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

称A0=
At

ert
为复利的现值公式.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例1.6.7 张先生计划在10年后为他的女儿准备大学教育基金,预计需要12000元.他

考虑将一笔钱投资到银行的不同理财产品中,两种产品的年利率都是6%,其中一种产品按

复利计息,每季度计息一次;另一种产品则是按连续复利计息.张先生想知道这两种方式下,
他现在需要分别投资多少钱,才能确保10年后刚好有足够的资金.

解 (1)
 

用公式 A0 =
At

1+
r
n  

nt
,其中 At =120000,n=4,r=0.06,于是有 A0 =
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120000

1+
0.06
4  

4×10 ≈
120000
1.81402≈66151.4

(元).

(2)
 

用公式 A0 =
At

ert
,其中 At =120000,t=10,r=0.06,于是有 A0 =

120000
e0.06×10

≈

120000
1.82212≈65857.4

(元).

习题1.6

●小●试●牛●刀
1.

 

小张将一笔资金存入民营银行,存款方式为三年定期,已如年利率为4.5%,按照单

利计息,到期时他可以获得本利和6810元,求他最初存入银行的本金.
2.

 

将1万元资金存入银行,年利率为3.2%,按单利制、复利制和连续复利分别计息,计
算10年后的本利和各为多少?

3.
 

某人想将一笔闲置资金一次性存入银行,准备3年后买一部价值500000元的小汽

车,假设银行的存款年利率为5%,他应该存入多少资金?
(1)

 

按每年计息4次;
(2)

 

按连续复利计息.

●大●展●身●手
4.

 

如果3个月存款的年利率为1.1%,半年期存款的年利率为1.3%,一年期存款的年

利率为1.5%.两年期存款的年利率为2.1%.若设定好存款到期将自动转存为同样期限的

存款,现有5万元,比较两年后这4种存期的利息收益.
5.

 

假定固定年利率为8%,若按复利计算是选择现在接受6000元的馈赠,还是等到7
年后接受10000元?
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趣味阅读(一)

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀦻 􀦻

􀦻􀦻

拿破仑的玫瑰花

在1797年阳春三月,新婚不久的拿破仑将军与他的夫人约瑟芬受邀参观卢森堡大

公国的第一国立小学.在参观结束之际,拿破仑在即兴告别演说中,向该校校长赠送了

一束价值3个金路易的玫瑰花,并郑重承诺:“为了答谢贵校对我,尤其是对我夫人约瑟

芬的盛情款待,我不仅今天呈献上一束玫瑰花,并且在未来的日子里,只要我们法兰西

存在一天,每年的今天我都将派人送给贵校一束价值相等的玫瑰花,作为法兰西与卢森

堡友谊的象征.”
然而,历史的发展往往充满了变数.拿破仑随后陷入了连绵的战争和政治漩涡中,

最终因失败而被流放到圣赫勒那岛.在流放期间,他自然无法兑现对卢森堡的承诺,这

一承诺也逐渐被人们遗忘.然而,令人意想不到的是,在187年后的1984年底,卢森堡政

府旧事重提,向法国政府提出了关于这一承诺的索赔要求.他们坚持认为,法国要么从

1797年起,以3个金路易作为一束玫瑰花的本金,按照5厘复利计算,全数还清这笔“玫

瑰花外债”;要么在法国各大报刊上公开承认拿破仑是个言而无信的小人.这一要求引

起了广泛的关注和讨论,因为3个金路易的“玫瑰花债项”本息经过长时间的累积,数目

惊人.
面对这一突如其来的索赔要求,法国政府面临了巨大的舆论压力和道德困境.最

终,法国政府选择站在了诚信的一边,他们承诺“法国将始终不渝地对卢森堡大公国的

中小学教育事业予以支持和赞助,来兑现拿破仑将军的那一诺千金的‘玫瑰花’信誓”.
这一决定不仅为这场旷日持久的争议画上了句号,也展示了法国政府对于诚信和承诺

的尊重与坚守.
在拿破仑玫瑰花事件中,卢森堡政府要求法国政府按照拿破仑的承诺,从1797年起

以3个金路易作为一束玫瑰花的本金,按5厘复利计算,全数还清这笔“玫瑰花外债”.这
里涉及了复利计算的概念.复利计算是一种常用的计算利息的方法,它不仅考虑了本金

产生的利息,还考虑了利息本身所产生的利息.在拿破仑玫瑰花事件的背景下,如果法

国政府从1797年开始按照5厘的年利率进行复利计算,那么随着时间的推移,利息会不

断累积,使得债务总额呈现出指数级的增长.通过复利计算,我们可以看到拿破仑的一

个即兴承诺如何在长时间后变成一笔巨额的债务.这不仅是一个历史事件,也是一个生

动的数学案例,展示了复利计算的强大力量和长期影响.
从数学的角度理解拿破仑玫瑰花事件还可以引发我们对于数学在现实生活中的应

用的思考.数学不仅仅是一门抽象的学科,它在实际生活中有着广泛的应用.无论是金

融投资、保险计算还是其他领域,复利计算都是一个重要的数学工具.通过深入理解和

应用数学知识,我们可以更好地理解和应对现实生活中的各种复杂问题.
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单元测试一(基础题)

一、
 

选择题(每题3分,共24分)

1.
 

函数f(x)=
 
3-x +sin

 
x 的定义域是(  ).

A.
 

[0,1] B.
 

[0,1]∪[1,3] C.
 

(0,+∞) D.
 

[0,3]

2.
 

下列函数中奇函数的是(  ).
A.

 

y=cosx B.
 

y=x+sinx
C.

 

y=ex D.
 

y=2+tanx
3.

 

下列函数在 (0,+∞)上单调增加的是(  ).
A.

 

y=x-2 B.
 

y=tanx
C.

 

y=2x D.
 

y=log0.5x

4.
 

已知函数y=-
 
x-1,那么它的反函数是(  ).

A.
 

y=x2+1(x∈R) B.
 

y=x2+1(x ≤0)
C.

 

y=x2+1(x >0) D.
 

没有反函数

5.
 

函数y=
5
lnsin3x 的复合过程是(  ).

A.
 

y=
5
u,u=lnv,v=ω3,ω=sinx B.

 

y=
5
u3,u=lnsinx

C.
 

y=
5
lnu3,u=sinx D.

 

y=
5
u,u=lnv,v=sinx

6.
 

下列x 的哪种变换趋势使y=sin
1
x

为无穷小(  ).

A.
 

x →0 B.
 

x →
1
π C.

 

x →π D.
 

x →2π

7.
 

x →0时,无穷小量e2x -1是sinx 的(  )无穷小量.
A.

  

等价 B.
 

高阶 C.
 

低阶 D.
 

同阶非等价

8.
 

函数f(x)=
sinx

x(x2-1)
的第二类间断点的个数为(  ).

A.
 

0 B.
 

1 C.
 

2 D.
 

3
二、

 

填空题(每空3分,共24分)

1.
 

设函数y=f(x)由y=sinu,u=av,v=
 
x 复合而成,则f(x)=    .

2.
 

函数y=x2-
1
2x
,当x=1,Δx=0.5时的增量Δy=    .

3.
 

已知lim
x→∞

3x3+4x2+1
axm +x2+

 
2

=
3
5
,则m+a=    .

4.
 

lim
x→∞

(x-2)3(2x-1)2

x5+1
=    .

5.
  

设lim
x→0
(1+ax)

1
x =lim

x→∞
xsin2x

,则常数a=    .

6.
 

若函数f(x)=
x2-4
x+2

x≠-2

C x=-2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 在实数范围内连续,那么lim

x→-2
f(x)=    ;
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C=    .
7.

 

已知某产品的总成本函数为C(q)=q2+3q+50(元),则产量为10件时的平均本

C
-
(10)=    .

三、
 

计算题(每题5分,共30分)

1.
  

lim
n→∞

1-
1
n  

10

. 2.
 

lim
x→-π4

sinx+cosx
cos2x .

3.
  

lim
x→+∞

( x2+x+1-
 
x2+9). 4.lim

x→0

ln(h-x)-lnh
x

(h>0).

四、
 

解答题

1.
  

(8分)设函数

f(x)=
x+1 x>1
2 |x|≤1

1-x x<-1
.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(1)
 

作出函数的图像;
(2)

 

讨论函数在x=±1的连续性;
(3)

 

指出函数的连续区间.
2.

  

(7分)设函数f(x)=sinx,g(x)=cosx,证明:至少存在一点ξ∈ (0,5π),使得

f(ξ)=g(ξ).

3.
  

(7分)设某商品的销售价格为p(元)时,生产量q=20-p
4.已知工厂生产该商品的

成本函数为C(q)=120+10q+q2(元),试求该商品销售利润函数.

单元测试一(提升题)

一、
 

选择题(每题3分,共24分)

1.
 

下列各对函数中是同一函数的是(  ).

A.
  

f(x)=
x2+2x-3

x+3
与y=x-1 B.

 

f(x)=lnx3 与y=3lnx

C.
 

f(x)=lnx10 与y=10lnx D.
 

f(x)=(1-cos2x)
1
2 与y=sinx

2.
 

函数y=xax -1
ax +1

(a>0且a≠1)是(  ).

A.
 

偶函数 B.
 

奇函数 C.
 

非奇非偶函数 D.
 

奇偶函数

3.
 

函数y=2
1
x 在x=0处(  ).

A.
  

有定义 B.
 

极限存在 C.
 

左极限存在 D.
 

右极限存在

4.
 

无穷多个无穷小量之和(  ).
A.

 

必是无穷小量 B.
 

必是无穷大量 C.
 

必是有界量 D.
 

不能确定

5.
  

设当x→0时,函数f(x)=ln(1+kx2)与g(x)=1-cosx 是等价无穷小,则常数

k的值为(  ).
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A.
 1
4 B.

 1
2 C.

 

1 D.
 

2

6.
 

f(x)=

 
x+1-1

x x≠0

0 x=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,则x=0是f(x)的(  ).

A.
 

可去间断点 B.
 

第二类间断点

C.
 

连续点 D.
 

跳跃间断点

7.
 

若函数f(x)= e
1
x, x<0

a+cosx, x≥0 在x=0处连续,则常数a=(  ).

A.
 

0 B.
 

1 C.
 

-1 D.
 

-2

8.
  

设函数f(x)=
x2-a
x-2

x≠2

b x=2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 在 (-∞,+∞)内连续,a,b为常数,则a-b=

(  ).
A.

 

-2 B.
 

0 C.
 

2 D.
 

4
二、

 

填空题(每空3分,共24分)

1.
 

已知f x+
1
x  =x2+

1
x2+3,则f(x)=    .

2.
 

lim
n→∞

(n2+1)+(n2+2)+…+(n2+n)
n(n+1)(n+2) =    .

3.
 

已知lim
x→-1

x3-ax2-x+4
x+1 =b,则a+b=    .

4.
 

函数f(x)=lnarcsinx 的定义域为    .

5.
 

lim
x→0
(bx+1)

1
x =e2,则b=    .

6.
 

若x→0时,(1-cosx)与asin2x2
是等价无穷小量,则a=    .

7.
 

已知某产品的需求函数为Q=8-5p(p 为价格,单位:元;Q 为需求量,单位t)则该

产品需求量为6t时的总收益为    ,平均收益为    .
三、

 

计算题(每题5分,共25分)

1.
  

lim
x→4

 
2x+1-3

 
x-2-

 
2

. 2.lim
n→∞
2nsinx

2n.

3.
 

lim
x→π

sinx
x2-π2

. 4.
 

lim
x→0

x2sin1x
sin2x .

5.
 

lim
x→∞

2x-3
2x+1  

x+2

. 6.lim
x→0

tanx-sinx
sin3x

.
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  四、
 

解答题

1.
 

(9分)给f(0)补充定义,使得f(x)=ln(1+2x)
3
x 在x=0处连续.

2.
  

(9分)求函数f(x)=
sinx(x2-3x+2)

|x|(x2-1)
的间断点,并说明其类型.

3.
  

(9分)某人想将一笔闲置资金进行理财,准备4年后买一部价值100000元的汽车,
假设该理财产品的年利率为5%,按照连续复利计算,他应该存入多少资金?
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扫码可见本章教学资源

(含微课、自测题及课后参考答案)
第二章 一元函数微分学

  得进一寸进一寸,得进一尺进一尺,不断积累,飞跃必来,突破随之.
———华罗庚(1910-1985),中国现代著名数学家

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀦂 􀦂

􀦂􀦂

●数●学●故●事

华罗庚是新中国现代数学的开山鼻祖.他是中国解析数论、矩阵几何学、自守函数

论等很多方面研究的创始人与奠基者,也是我国进入世界著名数学家行列最杰出的代

表者.他的研究成果被国际数学界命名为“华氏定理”“布劳威尔 加当 华定理”“华氏

算子”“华氏不等式”等.他一生为我们留下了两百多篇学术论文,10部专著,其中8部

被国外翻译出版,有些已列入20世纪经典著作之列.他是美国科学院历史上第一个当

选为外籍院士的中国学者.他还当选为联邦德国巴伐利亚科学院院士,法国南锡大学、
美国伊利诺斯大学与香港中文大学授予他荣誉博士学位.他被列为芝加哥科学技术博

物馆中当今88个数学伟人之一.
 

导数概念是变量的变化速度在数学上的抽象,在理论上和实践上有着广泛的应用.本章

将从寻找曲线的切线斜率、探索经济类函数的变化率和分析函数增量的近似表达式入手,抽
象出导数与微分这两个微分学的基本概念,进而讨论函数的微分法,最后应用导数研究函数

的各种性质.

学习目标

1.
 

了解导数的概念,理解导数的几何意义;了解可导和连续的关系;掌握导数的四则运

算法则和复合函数的求导法则,掌握基本初等函数的导数公式表;了解高阶导数的概念;能
熟练计算初等函数的一阶和二阶导数.
2.

 

了解微分的概念;理解可微和可导的关系;掌握微分的计算;掌握隐函数和参数方程

的求导方法.
3.

 

掌握罗尔定理与拉格朗日中值定理的内容及其应用;了解柯西中值定理.

4.
 

熟练掌握应用洛必达法则求解“0
0

”型未定式的极限和“∞
∞

”型未定式的极限的方法,

掌握其他可转化为“0
0

”型或“∞
∞

”型的未定式的极限的求解方法.

5.
 

熟练掌握用导数判定函数单调性及求解函数极值的方法,掌握求解函数最值的方
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法,并能解决经济分析等实际工作中的最值问题.
6.

 

理解曲线凹凸性及拐点的概念,熟练掌握应用二阶导数判定函数凹凸性的方法,会
求函数的拐点,会求水平、铅直渐近线,会作一般函数的图像.
7.

  

能运用函数导数的知识解决一些实际问题,提高在经济问题中进行数学建模并解决

问题的能力.

第一节 导数的概念

应用案例

某科技公司生产一款畅销的智能手环.经过市场调研和生产数据拟合,其总成本函数

(单位:万元)为:C(q)=500+100q-0.1q2,其中q为生产的手环数量(单位:千台).那么如

何估算生产第n(n≥1)千台手环时的近似成本? 另外,生产此产品的单位成本是如何变

化的?

  一、
 

引例

  1.
 

切线的斜率

在确定曲线的切线斜率之前先要介绍什么叫曲线的切线.在初等数学里,将切线定义为

与曲线只交一点的直线.这种定义只适合少数几种曲线,如圆、椭圆等,这对高等数学中研究

的曲线就不适合了.因此,我们定义曲线的切线如下.
定义2.1.1 点P0 是曲线L 上的一个定点,点P 是一个动点,当点P 沿着曲线L 无限

趋向于点P0时,如果割线PP0的极限位置P0T 存在,则称直线P0T 为曲线L 在点P0处的

切线.

 图2 1

设曲线L 的方程为y=f(x)(如图2 1所示),在点

P0(x0,y0)处的附近任取一点P(x0+Δx,y0+Δy),那么

割线PP0 的斜率为

tanφ=
Δy
Δx=

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

如果当点P 沿曲线无限趋向于点P0时,割线PP0的极

限位置存在,即点P0处的切线存在,此时Δx→0,φ→α,割
线PP0 斜率tanφ 趋向于切线P0T 的斜率tanα,即

tanα=lim
φ→α
tanφ=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx . (2 1)

在数量上,它表示函数y=f(x)在x0 处的变化率.
  2.

 

经济学中单位产品的成本变化

设成本函数为C=C(q),其中q为产量,那么当产量为q0时,再生产一个单位的产品时
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第二章 一元函数微分学  

所增加的成本是多少?
假设产量为q0 时,产量的改变量为Δq,则成本的改变量为ΔC=C(q0+Δq)-C(q0),

而ΔC
Δq=

C(q0+Δq)-C(q0)
Δq

表示此时成本的平均变化率.

当Δq→0时,若

lim
Δq→0

ΔC
Δq=lim

Δq→0

C(q0+Δq)-C(q0)
Δq

(2 2)

存在,那么称此极限为当产量为q0 时,再生产一个单位的产品时所增加的成本.
上述的两个例子的实际意义不同,但从数量关系上分析,式(2 1)和式(2 2)都是相同

的,都是要求函数在某一点处的变化率,研究的都是函数在某一点处的函数的增量与自变量

增量比值的极限问题.我们把它们抽象成导数定义.

  二、
 

导数的定义

  1.
 

某点处的导数

定义2.1.2 函数y=f(x)在点x0某邻域内有定义.给x0以增量Δx(x0+Δx仍然在

上述邻域内),函数y 相应地有增量

Δy=f(x0+Δx)-f(x0).

如果lim
Δx→0

Δy
Δx

存在,则称此极限值为函数y=f(x)在点x0 处的导数.记作f'(x0),或

y'|x=x0
,或dy
dx x=x0

,即

f'(x0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

此时也称函数y=f(x)在点x0 处可导.如果上述极限不存在,则称函数y=f(x)在

x0 处不可导或导数不存在.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若设x=x0+Δx,则有f'(x0)=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

某点处的左、右导数

定义2.1.3 如果 lim
Δx→0-

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

存在,则称此极限值为函数y=f(x)在

点x0 处的左导数,记作f'- (x0),即:f'- (x0)=lim
Δx→0-

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

如果 lim
Δx→0+

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

存在,则称此极限值为函数y=f(x)在点x0 处的右
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导数,记作f'+ (x0),即:f'+ (x0)=lim
Δx→0+

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若设x=x0+Δx,则有

f'- (x0)=lim
x→x-

0

f(x)-f(x0)
x-x0

,f'+ (x0)=lim
x→x+

0

f(x)-f(x0)
x-x0

.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  3.
 

可导的充要条件

函数y=f(x)在点x0 处可导的充要条件是f'- (x0)和f'+ (x0)都存在且相等,即

f'(x0)存在 ⇔f'- (x0)=f'+ (x0).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

此结论可用于判断分段函数在分段点处的可导性.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  4.
 

导函数的定义

定义2.1.4 如果函数y=f(x)在开区间(a,b)内每一点可导,则称函数y=f(x)在
开区间 (a,b)内可导.这时,由开区间 (a,b)内所有点处的导数构成一个新的函数,把这一

新函数称为y=f(x)在开区间 (a,b)内的导函数.记作f'(x),或y',或dy
dx
,即

f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx .

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

在不会发生混淆的情况下,导函数简称为导数.
(2)

 

f'(x)和f'(x0)是函数与函数值的关系,即f'(x0)是f'(x)在点x0处的函数值.
因此,如果f'(x)已知,要求f'(x0),只要把x=x0 代入f'(x)中求函数值即可.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  5.
 

求导举例

根据导数的定义,求函数y=f(x)在点x0 处的导数的步骤如下:
(1)

 

求函数的增量Δy=f(x0+Δx)-f(x0);

(2)
 

求比值Δy
Δx=

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

;

(3)
 

求极限f'(x0)=lim
Δx→0

Δy
Δx.
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

求函数y=f(x)的导函数的步骤与上述类似,只要将x0 换成x.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.1.1 求函数f(x)=x2 在x=1处的导数,即求f'(1).
解 第一步 求Δy,Δy=f(1+Δx)-f(1)=(1+Δx)2-12=2Δx+(Δx)2.

第二步 求Δy
Δx
,Δy
Δx=

2Δx+(Δx)2

Δx =2+Δx(Δx≠0).

第三步 求极限,lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0
(2+Δx)=2.

所以f'(1)=2.
例2.1.2 求函数f(x)=C(C 为常数)的导数.
解 Δy=f(x+Δx)-f(x)=C-C=0,

Δy
Δx=0,

从而有f'(x)=lim
Δx→0

Δy
Δx=0.

即 (C)'=0(常数的导数恒等于0).
例2.1.3 求函数f(x)=cosx 的导数.

解 Δy=f(x +Δx)-f(x)=cos(x +Δx)-cosx =-2sinx+
Δx
2  sinΔx2 .

lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

-2sinx+
Δx
2  sinΔx2

Δx =-lim
Δx→0
sinx+

Δx
2  ·limΔx→0

sinΔx2
Δx
2

=-sinx.

即 (cosx)'=-sinx.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

仿照例2.1.3可以求得 (sinx)'=cosx.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例2.1.4 求函数f(x)=lnx 当x∈ (0,+∞)的导数.

解 f'(x)=lim
Δx→0

ln(x+Δx)-lnx
Δx =lim

Δx→0

ln1+
Δx
x  

Δx =lim
Δx→0

Δx
x
Δx=

1
x.

即 (lnx)'=
1
x.
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小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

仿照例2.1.4可以求得 (logax)'=
1

xlna
(a>0,且a≠1).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例2.1.5 求函数f(x)=xn(n∈N+)的导数.
解 Δy=f(x+Δx)-f(x)=(x+Δx)n -xn =C1nxn-1Δx+C2nxn-2(Δx)2+…+

Cn
n(Δx)n,

lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0
[C1nxn-1+C2nxn-2Δx+…+Cn

n(Δx)n-1]=C1nxn-1=nxn-1.

即 (xn)'=nxn-1(x∈N+).

  三、
 

导数的几何意义

 图2 2

根据导数定义及曲线的切线斜率的求法,函数y=f(x)在点

x0 处的导数的几何意义就是曲线y=f(x)在点P(x0,f(x0))处

的切线斜率(如图2 2所示),即tanα=f'(x0).
由此可知,曲线y=f(x)上点P 处的切线方程为

y-y0=f'(x0)(x-x0).

法线方程为

y-y0=-
1

f'(x0)
(x-x0),f'(x0)≠0.

●小●试●牛●刀
例2.1.6 求曲线y=x2 在点 (1,1)处的切线和法线的方程.
解 从例2.1.1知f'(1)=2,即点(1,1)处的切线斜率为2,所以曲线y=x2 在点(1,

1)处的切线方程为y-1=2(x-1),即y=2x-1.

法线方程为y-1=-
1
2
(x-1),即y=-

1
2x+

3
2.

●大●展●身●手
例2.1.7 求曲线y=lnx 上平行于直线y=x+1的切线.
解 设曲线y=lnx 上过点 (x0,y0)处的切线平行于直线y=x+1,已知直线的斜率

为1,根据导数的几何意义及导函数与导数的关系,有(lnx)' x=x0=
1
x0

=1,即x0=1,代入

y=lnx 中得y0=0.
所以曲线在点 (1,0)处的切线平行于直线y=x+1,该切线方程为y=x-1.

  四、
 

导数的经济学意义

由导数的定义以及引例2可知:成本函数C =C(q)在产量q0 处的导数C'(q0)=

·26·
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第二章 一元函数微分学  

lim
Δq→0

ΔC
Δq=lim

Δq→0

C(q0+Δq)-C(q0)
Δq

表示的是在产量为q0 的基础上再生产一个单位的产品

时增加的成本,通常我们称成本函数C=C(q)的导数C'(q)为边际成本,记为MC.
若收益函数为R=R(q)(其中q为销售量),则R'(q)为边际收益,其经济意义是:销售

量为q0 的基础上再销售一个单位的产品时,增加的收益约为R'(q0).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

经济学中其他经济函数的边际函数含义是类似的,不再赘述.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.1.8 利用导数的定义和经济意义,求解【应用案例】.
解 由导数的经济意义,生产第n(n≥1)千台手环时的近似成本即为 (n-1)处的边

际成本C'(n-1).
下面利用导数的定义求边际成本,即成本函数C(q)=500+100q-0.1q2 的导数.
因为:ΔC=C(q+Δq)-C(q)=100Δq-0.2q·Δq-0.1Δq2,

ΔC
Δq=100-0.2q-0.1Δq,

lim
Δq→0

ΔC
Δq=lim

Δq→0
(100-0.2q-0.1Δq)=100-0.2q,

从而有C'(q)=100-0.2q.
那么C'(n-1)=100-0.2(n-1)=-0.2n+100.2.
即生产第n(n≥1)千台手环时的近似成本为-0.2n+100.2.
且由边际成本的表达式可以看出,产量越大,单位成本越小.

  五、
 

可导与连续的关系

函数在点x0处连续是指lim
Δx→0
Δy=0或lim

x→x0
f(x)=f(x0);而函数在x0处可导是指极限

lim
Δx→0

Δy
Δx

或lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

存在.那么,这两种极限具有怎样的关系呢?

定理2.1.1 如果函数y=f(x)在点x0 处可导,则y=f(x)在点x0 处连续.
证明 因为y=f(x)在点x0 处可导,所以

lim
Δx→0

Δy
Δx=f'(x0).

由函数极限与无穷小的关系可知,Δy
Δx=f'(x0)+α(α为Δx→0时的无穷小),

于是 Δy=f'(x0)·Δx+α·Δx,

从而 lim
Δx→0
Δy=lim

Δx→0
[f'(x0)·Δx+α·Δx]=0.

即函数y=f(x)在点x0 处连续.
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

逆命题不一定成立.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.1.9 讨论函数y=|x|在x=0处的连续性与可导性.
解 Δy=f(0+Δx)-f(0)=|0+Δx|-|0|=|Δx|,
因为lim

Δx→0
Δy=lim

Δx→0
|Δx|=0,从而y=|x|在x=0处连续.

因为 lim
Δx→0-

Δy
Δx=lim

Δx→0-

-Δx
Δx =-1,lim

Δx→0+

Δy
Δx=lim

Δx→0+

Δx
Δx=1,

所以在x=0处,左、右导数不相等.

从而lim
Δx→0

Δy
Δx

不存在,即在x=0处y=|x|不可导.

●大●展●身●手

例2.1.10 讨论函数f(x)=
x2+x x≤1
2x x>1 在x=1处的连续性与可导性.

解 x=1是函数的分段点,讨论其连续性与可导性时,一般情况下,均需对其左右两侧

情况分别加以讨论.先求在x=1处的Δy.
当Δx<0时,Δy=f(1+Δx)-f(1)=(1+Δx)2+(1+Δx)-2=3Δx+(Δx)2,

当Δx>0时,Δy=f(1+Δx)-f(1)=2(1+Δx)-2=2Δx,
易见 lim

Δx→0-
Δy=lim

Δx→0+
Δy=0,故lim

Δx→0
Δy=0.

所以函数f(x)在x=1处连续.

因为 lim
Δx→0-

Δy
Δx=lim

Δx→0-

3Δx+(Δx)2

Δx =lim
Δx→0-

(3+Δx)=3,

lim
Δx→0+

Δy
Δx=lim

Δx→0+

2Δx
Δx =2.

从而 lim
Δx→0-

Δy
Δx ≠limΔx→0+

Δy
Δx.

所以函数f(x)在x=1处不可导.

习题2.1

●小●试●牛●刀
1.

 

利用导数定义求函数y=x3 在x=1处的导数.

2.
 

利用导数定义求函数y=
1

1-x
在x=0处的导数.
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3.
 

求曲线y= x 在点 (4,2)处的切线方程和法线方程.
4.

 

利用导数定义求函数f(x)=(x+1)(x+2)…(x+n)(n∈N+)在x=-1处的

导数.
5.

 

已知函数f(x)在点x0 处可导,利用导数定义确定下列各题中的系数k.

(1)
 

lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
Δx =kf'(x0);

(2)
 

lim
h→0

f(x0-2h)-f(x0)
h =kf'(x0);

(3)
 

lim
Δx→0

f(x0+aΔx)-f(x0-aΔx)
Δx =kf'(x0)(a 为不等于0的常数).

●大●展●身●手
6.

 

求曲线y=x3 上与直线x-y=5平行的切线方程.

7.
 

已知函数f(x)=
x2 x ≥c

ax-c2 x <c
. 

(1)
 

求x=c处的右导数;
(2)

 

当a 取何值时,函数f(x)在x=c处可导.
8.

 

如果f(x)为偶函数,且f'(0)存在,证明f'(0)=0.
9.

 

设函数g(x)在x=a处连续,证明函数f(x)=(x-a)g(x)在x=a处可导,并
求f'(a).

10.
 

已知f(x)=
sinx x <0
x x ≥0 ,求f'(x).

11.
  

设f(x)是实数集上可导的奇函数,且lim
n→∞

nf
2
n  =1,则f'(0)=    .

12.
 

证明函数f(x)=x|x|=
-x2 x <0
x2 x ≥0 在x=0处可导.

13.
 

某商店销售某种品牌的手机,其销售量Q(台)与销售价格p(元)之间的关系如下:

Q=1000-p
2.

求当销量Q=400时,若再多卖出一部手机,该商店收益大约增加多少元?

第二节 导数的计算

应用案例

某智能手机制造商分析新款机型的定价策略.已知该手机的总销售收入R (万元)是其

市场销量q(千台)的函数,记为R=R(q).根据市场调研,销量q 受零售价格p (万元/台)

·56·
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影响,满足需求关系q=q(p).
公司财务部门测算发现,在当前销售水平下,销量每增加1千台,总销售收入将增加50

万元.同时,市场团队预估,价格每下调0.1万元/台,销量可提升0.2千台.
问题:若公司决定进一步降低价格,总销售收入随价格下降的瞬时变化率是多少?

  一、
 

导数的四则运算法则
 

法则2.2.1 若函数u=u(x),v=v(x)都在点x处可导,则u(x)±v(x)在点x处也

可导,且 [u(x)±v(x)]'=u'(x)±v'(x).
法则2.2.2 若函数u=u(x),v=v(x)都在点x 处可导,则u(x)·v(x)在点x 处也

可导,且 [u(x)v(x)]'=u'(x)v(x)+u(x)v'(x).
法则2.2.3 若函数u=u(x),v=v(x)都在点x 处可导,且在点x 处v(x)≠0,则

u(x)
v(x)

在点x 处也可导,且 u(x)
v(x)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 '=
u'(x)v(x)-u(x)v'(x)

v2(x)
.

证明 上述三个公式的证明思路都类似,我们只证第三个.

令
 

y=
u(x)
v(x)

,
 

则

Δy=
u(x+Δx)
v(x+Δx)-

u(x)
v(x)=

u(x+Δx)v(x)-u(x)v(x+Δx)
v(x+Δx)v(x)

=
[u(x+Δx)-u(x)]v(x)-u(x)[v(x+Δx)-v(x)]

v(x+Δx)v(x) =
Δuv(x)-u(x)Δv
v(x+Δx)v(x)

,

从而 Δy
Δx=

Δu
Δxv

(x)-u(x)ΔvΔx
v(x+Δx)v(x)

.

因为 u'(x)=lim
Δx→0

Δu
Δx
,v'(x)=lim

Δx→0

Δv
Δx
,

所以根据极限的四则运算法则有

lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

Δu
Δxv
(x)-u(x)ΔvΔx

v(x+Δx)v(x) =
lim
Δx→0

Δu
Δx
·v(x)-u(x)·lim

Δx→0

Δv
Δx

lim
Δx→0

v(x+Δx)v(x) =
u'(x)v(x)-u(x)v'(x)

v2(x)
,

即 u(x)
v(x)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 '=
u'(x)v(x)-u(x)v'(x)

v2(x)
.

推论2.2.1 (u1(x)±u2(x)±…±un(x))'=u'1(x)±u'2(x)±…±u'n(x).
推论2.2.2 (Cu(x))'=Cu'(x)(C 为常数).

推论2.2.3 1
u(x)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 '=-
u'(x)
[u(x)]2

.

推论2.2.4 (u(x)v(x)w(x))'=u'(x)v(x)w(x)+u(x)v'(x)w(x)+u(x)v(x)w'(x).
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第二章 一元函数微分学  

●小●试●牛●刀
例2.2.1 设f(x)=2x4+5sinx-4,求f'(x).
解 f'(x)=2(x4)'+5(sinx)'-(4)'=8x3+5cosx.
例2.2.2 设f(x)=xlnx,求f'(x).

解 f'(x)=(xlnx)'=(x)'lnx+x(lnx)'=1·lnx+x·1x =lnx+1.

例2.2.3 某公司从过去统计数字中推知,t个月的总销售量(万元)由下式给出:

Q(t)=0.03t3+0.5t2+2t+3.

(1)
 

求Q'(t);
(2)

 

求Q(5)和Q'(5)(精确到小数点后两位);
(3)

 

简短说明(2)中计算结果的经济意义.
解 (1)

 

Q'(t)=(0.03t3+0.5t2+2t+3)'=0.09t2+t+2;
 

(2)
 

Q(5)=0.03×53+0.5×52+2×5+3=29.25,

Q'(5)=0.09×52+5+2=9.25;
(3)

 

Q(5)=29.25表示5个月的总销售量为29.25万元.
Q'(5)=9.25表示第6个月的销售量约为9.25万元.

●大●展●身●手
例2.2.4 设f(x)=cotx,求f'(x).

解  (cotx)' =
cosx
sinx  ' =

(cosx)'sinx-(sinx)'cosx
sin2x

=-
sin2x+cos2x
sin2x

=

-csc2x.
即 (cotx)'=-csc2x.

同理可得: (tanx)'=sec2x.

例2.2.5 设f(x)=secx,求f'(x).
解 根据推论2.2.3,有

f'(x)=(secx)'=
1
cosx  '=-

(cosx)'
cos2x

=
sinx
cos2x

=
1
cosx

·sinx
cosx=secx·tanx,

即 (secx)'=secxtanx.

同理可得 (cscx)'=-cscxcotx.

  二、
 

反函数的求导法则
 

法则2.2.4 如果单调函数x=φ(y)在区间Iy 内可导,且φ'(y)≠0,则x=φ(y)的

反函数y=f(x)在对应的区间Ix 内也可导,且

f'(x)=
1

φ'(y)y=f(x)
,
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 经 济 数 学

即反函数的导数等于原来函数的导数之倒数.
证明从略.

●小●试●牛●刀
例2.2.6 求函数y=arcsinx 的导数.

解 因为y=arcsinx 是x=siny,y∈ -
π
2
,π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 的反函数,所以

(arcsinx)'=
1

(siny)'=
1
cosy=

1
1-sin2y

=
1
1-x2

,

即 (arcsinx)'=
1
1-x2

.

同理可得 (arccosx)'=-
1
1-x2

.

例2.2.7 求函数y=ax(a>0,a≠1)的导数.
解 因为函数y=ax(a>0,a≠1)的反函数是x=logay,所以

(ax)'=
1

(logay)'
=
1
1

ylna

=ylna=axlna,

即 (ax)'=axlna.

  三、
 

基本初等函数的导数公式

由前面所举的大量例题可见,基本初等函数的求导公式和求导法则在初等函数的求导

运算中是非常重要的,必须牢牢记住,熟练掌握.为便于查阅,我们将基本初等函数的求导公

式汇总如下:
(C)'=0. (xμ)'=μxμ-1.
(ex)'=ex. (ax)'=axlna.

(lnx)'=
1
x. (logax)'=

1
xlna.

(sinx)'=cosx. (cosx)'=-sinx.
(tanx)'=sec2x. (cotx)'=-csc2x.
(secx)'=secxtanx. (cscx)'=-cscxcotx.

(arcsinx)'=
1
1-x2

. (arccosx)'=-
1
1-x2

.

(arctanx)'=
1

1+x2. (arccotx)'=-
1

1+x2.

  四、
 

复合函数的求导法则

法则2.2.5(链式法则) 若函数y=f(u),u=φ(x)均可导,则复合函数y=f[φ(x)]
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第二章 一元函数微分学  

也可导,且y'x =y'u·u'x,或y'x =f'(u)·φ'(x),或dy
dx=

dy
du

·du
dx.

证明 设变量x 有增量Δx,相应地变量u 有增量Δu,从而y 有增量Δy.由于u 可

导,所以lim
Δx→0
Δu=0.于是

lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

Δy
Δu
·Δu
Δx  =limΔx→0ΔyΔu·limΔx→0ΔuΔx=lim

Δu→0

Δy
Δu
·lim
Δx→0

Δu
Δx
,

即 y'x =y'u·u'x.

推论2.2.5 设y=f(u),u=φ(v),v=ψ(x)均可导,则复合函数y=f{φ[ψ(x)]}也
可导,且

y'x =y'u·u'v·v'x.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

公式可以推广至有限次复合情形.常称之为复合函数的链式法则.
(2)

 

求复合函数的导数时,要分清复合过程,认准中间变量.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.2.8 设y=cos3x,求y'.
解 y=cos3x 是由y=u3,u=cosx 复合而成,而y'u =3u2,u'x =-sinx,所以

y'x =y'u·u'x =3u2(-sinx)=-3cos2xsinx.

例2.2.9 设y=(2x-3)5,求y'.
解 y=(2x-3)5 是由y=u5,u=2x-3复合而成,而y'u =5u4,u'x =2,所以

y'x =y'u·u'x =10u4=10(2x-3)4.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

复合函数求导熟练后,中间变量可以不必写出.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例2.2.10 设y=
x
1-x2

,求y'.

解 先用除法的求导公式,遇到复合函数时,再用链式法则.

y'=
(x)' 1-x2 -x(1-x2)'

(1-x2)
2 =

1-x2 -x·12
-2x
1-x2

1-x2
=

(1-x2)+x2

1-x2(1-x2)
=

1

(1-x2)
3
2
.
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●大●展●身●手

例2.2.11 已知f(x)=
x2sin1x x≠0

0 x=0
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 求f'(x).

解 当x≠0时,f'(x)=2xsin
1
x +x2cos1x -

1
x2  =2xsin1x -cos

1
x.

当x=0时,f'(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0

x2sin1x -0

x =lim
x→0

xsin1x =0.

所以,f'(x)=
2xsin1x -cos

1
x x≠0

0 x=0
.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

例2.2.12 求解【应用案例】中总销售收入随价格下降的瞬时变化率.

解 总销售收入随价格下降的瞬时变化率即为dR
dp

.由条件可知:
 dR
dq=50

 

,dq
dp=-2,

由复合函数的链式法则有:

dR
dp=

dR
dq
·dq
dp=-2×50=-100.

上式所表示的经济意义是:
 

价格每下降1万元/台,总销售收入将增加100万元(负号表

示价格与收入变化方向相反).因此,降价策略在当前水平下将加速收入增长.

  五、
 

高阶导数

如果可导函数y=f(x)的导函数y'=f'(x)仍然可导,那么我们就可以对其继续求

导,对此我们给出如下定义.
定义2.2.1 若可导函数y=f(x)的导函数y'=f'(x)仍然可导,则称y'=f'(x)的

导数为函数y=f(x)的二阶导数,记作y″或f″(x)或d
2y
dx2
,即

y″=(y')' 或 y″=[f'(x)]' 或 d
2y
dx2=

d
dx
dy
dx  .

相应地,称f'(x)为函数y=f(x)的一阶导数.
类似地,若f″(x)仍然可导,则称f″(x)的导数 [f″(x)]'为函数y=f(x)的三阶导

数,记作y‴,或f‴(x),或d
3y
dx3
,…….

一般地,若函数y=f(x)的n-1阶导函数仍然可导,则称n-1阶导函数的导数为函

数y=f(x)的n阶导数,记作y(n),或f(n)(x),或
 dny
dxn

,即

y(n)=[y(n-1)]',或f(n)(x)=[f(n-1)(x)]',或d
ny
dxn =

d
dx
dn-1y
dxn-1  .
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第二章 一元函数微分学  

函数y=f(x)在点x0 处的n 阶导数记作y(n)(x0),或f(n)(x0),或d
ny
dxn

x=x0

.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

函数y=f(x)的二阶及二阶以上的导数统称为函数y=f(x)的高阶导数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.2.13 求函数y=-x4+4x3-2x2+3x-1的四阶导数y(4)和五阶导数y(5).
解 y'=-4x3+12x2-4x+3,

y″=(y')'=-(4·3)x2+24x-4,

y‴=(y″)'=-(4·3·2)x+24,

y(4)=(y‴)'=-4·3·2·1=-4!,y(5)=0.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

一般地,若y=a0xn +a1xn-1+a2xn-2+…+an-1x+an,则
 

y(n)=a0n!,y(n+1)=0.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例2.2.14 求函数y=3x 的n 阶导数d
ny
dxn.

解 y'=3xln3,y″=(y')'=3xln3·ln3=3x(ln3)2,

y‴=(y″)'=3xln3·(ln3)2=3x(ln3)3,……
 

,

y(n)=3x(ln3)n.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(ex)(n)=ex.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例2.2.15 求函数y=

1
1+x

的n 阶导数 (n∈N+).

解 y'=-
1

(1+x)2
,y″=

1·2
(1+x)3

,y‴=-
1·2·3
(1+x)4

,y(4)=
1·2·3·4
(1+x)5

,

以此类推,可得 y(n)=(-1)
n n!
(1+x)n+1.

例2.2.16 求函数y=sinx 的n 阶导数d
ny
dxn.

解 dydx=cosx=sinx+
π
2  ,

d2y
dx2=cosx+

π
2  =sinx+2·

π
2  ,
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 经 济 数 学

d3y
dx3=cosx+2·

π
2  =sinx+3·

π
2  ,……,

dny
dxn =sinx+n·π2  .

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

求函数的n 阶导数的关键是寻求各阶导数表达形式的规律.在计算中应注意对各阶导

数的表达形式进行适当的恒等变形,以利于发现其规律.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

习题2.2

●小●试●牛●刀
1.

 

求下列函数的导数.

(1)
 

y=x2 x +
1
x

-
1
x3
; (2)

  

y=2x3-x-2+sin
π
5+ln3;

(3)
 

y=e3+
π2

x +alna; (4)
  

y=x3lnxtanx;

(5)
 

y=2xex -
logax
lnx

; (6)
  

y=exsinx;

(7)
 

y=(1+x2)arctanx; (8)
  

y=
sin2x
1+cosx

;

(9)
 

y=
xlnx

x+lnx
; (10)

  

u=v2arctanv-arccotv.

2.
 

求下列函数的导数.
(1)

 

y=sinx3; (2)
  

s=e-2t;

(3)
 

y=arccot x; (4)
  

y=arcsin2x;

(5)
 

y=arctan
1-x
1+x

; (6)
  

y=sec2x.

(7)
 

y=ln(x+ a2+x2).
3.

 

求下列函数在指定点处的导数.

(1)
 

y= 2cosx+xsinx,x=
π
4
; (2)

 

y=
3
1+cos3x,x=

π
6.

4.
 

一个汽车销售商利用电视广告来促进汽车销售,由以往的记录得到每个月所作广告

量q与汽车销售量Q 之间的关系如下:

Q=-0.005q3+0.45q2-1.5q+200.

试用导数计算当每个月所做广告从10次增加到11次时,汽车销售的近似增加量.
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●大●展●身●手
5.

 

求下列函数的导数.

(1)
 

y= x+ x ;  (2)
  

y=tan
3
1+x2;

(3)
 

y=lntan
x
2-cotxln(1+sinx)-x; (4)

  

y=ln[ln(lnx)];

(5)
 

y=lnarctan x;  (6)
  

y=
1+x + 1-x
1+x - 1-x

;

(7)
 

y=
x
2 a2-x2 +

a2

2arcsin
x
a
(a>0).

6.
 

已知f(x)=
1
xsinx

2 x≠0

0 x=0
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 求f'(x).

7.
 

求下列各函数的二阶导数d
2y
dx2.

(1)
 

y=cosxex;  (2)
  

y=(arcsinx)3;
(3)

 

y=e-4xsin2x.
8.

 

求下列函数的n 阶导数y(n).

(1)
 

y=ekx(k≠0);  (2)
  

y=
1

1-x.

9.
  

某公司对外销售一种电视产品,其成本函数为

C(q)=1000+200q-0.1q2,

其中q为可销售的电视机台数,试求:
(1)

 

该公司销售第101台电视机的准确成本;
(2)

 

利用边际成本概念计算销售第101台电视机的近似成本.

第三节 函数的微分

应用案例

某新能源汽车电池工厂生产动力电池包的总成本函数为C(q)=0.2q2+10q+500,其

中q为日产量(单位:百台),C(q)为当日总成本(单位:万元).
那么日产量从当前q0=1(百台)计划增加Δq=0.01(百台)时,总成本变化的近似值是多少?

  一、
 

微分的概念

1.
 

引例———【应用案例】中的总成本变化的近似值

当日产量为q0,产量的增量为Δq时,总成本的增量为:
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ΔC=C(q0+Δq)-C(q0)=0.2(q0+Δq)2+10(q0+Δq)+500-(0.2q20+10q0+
500)=(0.4q0+10)Δq+0.2Δq2.

从上式可以看出ΔC 由两部分组成:第一部分 (0.4q0+10)Δq是Δq 的线性函数,第二

部分0.2Δq2 是Δq的高阶无穷小(当Δq→0时).
例如【应用案例】中当q0=1,Δq=0.01时,第一部分(0.4q0+10)Δq=0.104,第二部分

0.2Δq2=0.00002.很显然,第二部分非常小,而且当|Δq|越小时,第二部分也越小,甚至可

以忽略不计.因此,当|Δq|很小时,成本的改变量ΔC 就可以第一部分来近似代替.
抛开引例的实际背景,即可以得到微分的定义.

  2.
 

某点处微分的定义

定义2.3.1 设函数y=f(x)在点x0 的某个邻域内有定义,如果函数y=f(x)在点

x0 处的增量Δy=f(x0+Δx)-f(x0)可以表示为Δy=AΔx+α,其中A 与Δx 无关,α
是Δx 的高阶无穷小量,则称AΔx 为函数y=f(x)在x0 处的微分.记作dy,即

dy|x=x0 =AΔx.

这时,也称函数y=f(x)在点x0 可微.

  3.
 

微分与导数的关系

上式中A 是什么? 它与函数y=f(x)有什么关系? 下面的定理就能回答这个问题.
定理2.3.1 设函数y=f(x)在点x0处可微,则函数y=f(x)在点x0处可导,且A=

f'(x0).反之,如果函数y=f(x)在点x0 处可导,则y=f(x)在点x0 处可微.

证明 如果y=f(x)在点x0 处可微,则有Δy=AΔx+α,其中lim
Δx→0

α
Δx=0.

于是 lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

AΔx+α
Δx =lim

Δx→0
A+

α
Δx  =A,

即 y=f(x)在点x0 处可导,且A=f'(x0).

反之,若y=f(x)在x0 处可导,即lim
Δx→0

Δy
Δx=f'(x0),则有

Δy
Δx=f'(x0)+β,其中lim

Δx→0
β=0(由定理1.3.1可得),

即 Δy=f'(x0)Δx+βΔx.

因为lim
Δx→0

βΔx
Δx =lim

Δx→0
β=0,所以函数y=f(x)在点x0 可微,且dy=f'(x0)Δx,A =

f'(x0).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

定理2.3.1亦可叙述为:函数y=f(x)在x0 处可微的充分必要条件是函数y=
f(x)在x0 处可导.

(2)
 

如果函数y=f(x)在点x0 处可微,则函数y=f(x)在点x0 处连续.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●小●试●牛●刀
例2.3.1 求函数

 

y=3x2 在
 

x0=1,Δx=0.1时的改变量及微分.
解 Δy=3(x0+Δx)2-3x2

0=3×1.12-3×12=0.63.
因为y'=6x,所以当Δx=0.1时函数在点

 

x0=1处的微分为:

dy|x=1=y'|x=1Δx=6×0.1=0.6.

 图2 3

  4.
 

微分的几何意义

函数在某点处的增量与微分之间的几何关系可用图2 3来

表示.
如图2 3所示,NM =Δy,NT=PNtanα=f'(x0)Δx,所以

dy|x=x0 =NT.即函数y=f(x)在点x0 处的微分dy|x=x0
就是

函数y=f(x)在点P 处的切线的纵坐标在相应x0 处的增量,而

Δy 就是曲线y=f(x)的纵坐标在点x0 处的增量.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

当|Δx|很小时,|Δy-dy|比|Δx|小很多.

(2)
 

当|Δx|很小时,线段PT 的长近似等于曲线段PM⌒ 的长.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  5.
 

函数的微分

如果函数y=f(x)在区间 (a,b)内每一点处都可微,则称f(x)是 (a,b)内的可微函

数.函数y=f(x)在任意点x 处的微分称为函数的微分,记作dy,即dy=f'(x)Δx.
对于函数y=x 来说,有dy=dx=(x)'·Δx=Δx.因此,我们可以用dx 代替Δx,即

dy=f'(x)dx.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

函数的微分dy 与自变量的微分dx 之商等于该函数的导数f'(x),因此,导数dy
dx

又称

为微商.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  二、
 

基本初等函数的微分公式

由dy=f'(x)dx 和基本初等函数的导数公式,很容易得到基本初等函数的微分公式.
dC=0. dxμ =μxμ-1dx.
dex =exdx. dax =axlnadx.

dlnx=
1
xdx. dlogax=

1
xlnadx.

dsinx=cosxdx. dcosx=-sinxdx.
dtanx=sec2xdx. dcotx=-csc2xdx.
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dsecx=secxtanxdx. dcscx=-cscxcotxdx.

darcsinx=
1
1-x2

dx. darccosx=-
1
1-x2

dx.

darctanx=
1

1+x2dx. darccotx=-
1

1+x2dx.

  三、
 

微分的运算

由dy=f'(x)dx 和求导法则,很容易得到微分的运算法则.
  1.

 

微分的四则运算法则

设函数u=u(x),v=v(x)可微,则
法则2.3.1 d(u±v)=du±dv.
法则2.3.2 d(uv)=udv+vdu.

法则2.3.3 du
v  =vdu-udv

v2
(v≠0).

证明 上述三个公式证法均类似,我们只证第二个,其余由读者自行证明.

d(uv)=(uv)'dx=(u'v+uv')dx=u'vdx+uv'dx.

因为u'dx=du,v'dx=dv,所以有d(uv)=udv+vdu.
推论2.3.1 当v 为常数C 时,则d(Cu)=Cdu.

推论2.3.2 d 1v  =-
1
v2dv.

●小●试●牛●刀
例2.3.2 设y=

1-x2

1+x2
,求dy.

解 dy=d
1-x2

1+x2  =(1+x2)d(1-x2)-(1-x2)d(1+x2)
(1+x2)2

= -2x(1+x2)dx-2x(1-x2)dx
(1+x2)2 =-

4x
(1+x2)2dx.

  2.
 

复合函数的微分法则

法则2.3.4 设y=f(u),u=φ(x)均可微,则y=f[φ(x)]也可微,且

dy=f'(u)φ'(x)dx.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

由于du=φ'(x)dx,所以上式可写为dy=f'(u)du.
(2)

 

一阶微分的形式不变性:对于dy=f'(u)du 不管u 是自变量还是中间变量,函数

y=f(u)的微分形式总是dy=f'(u)du.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●小●试●牛●刀
例2.3.3 设y=sin2x,求dy.
解 利用微分形式不变性,有

dy=cos2xd(2x)=2cos2xdx.

例2.3.4 设y=alncosx(a>0),求dy.

解 dy=alncosxlnad(lncosx)=alncosxlna· 1
cosxd

(cosx)

=-alncosxlna·tanxdx.

例2.3.5 设y= 1-x2arcsinx,求dy.

解 dy=arcsinxd 1-x2 + 1-x2darcsinx

=arcsinx·
1

2 1-x2
d(1-x2)+ 1-x2· 1

1-x2
dx

=-
x
1-x2

arcsinx-1  dx.

●大●展●身●手
例2.3.6 在下列括号中填上适当的函数,使等式成立.
(1)

 

d(  )=5dx; (2)
  

d(  )=x2dx;

(3)
 

d(  )=sin4xdx; (4)
  

d(  )=
1
xdx.

解 (1)
 

由微分的四则运算法则得d(5x)=5dx.
一般地,d(5x+C)=5dx.

(2)
 

由d(x3)=3x2dx,得x2dx=
1
3d
(x3)=d

1
3x

3  ,
一般地,d 13x

3+C  =x2dx.

(3)
 

由d(cos4x)=-4sin4xdx
 

,得sin4xdx=-
1
4d
(cos4x)=d-

1
4cos4x  ,

一般地,d-
1
4cos4x+C  =sin4xdx.

(4)
 

由 当x>0时,d(ln|x|)=d(lnx)=
1
xdx

;当x<0时,d(ln|x|)=d[ln(-x)]=

1
xdx

,得 1
xdx=d(ln|x|).

一般地,d(ln
 

|x|+C)=
1
xdx.

注:此题中的C 均指任意常数.

  四、
 

微分在近似计算中的应用

在经济和工程问题中,经常会遇到一些复杂的计算公式,如果直接用这些公式进行计
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算,既费时又费力,利用微分往往可以把一些复杂的计算公式用简单的近似公式来代替.
当函数y=f(x)在点x0 处的导数f'(x0)≠0且|Δx|很小时,有

Δy≈dy|x=x0 =f'(x0)Δx,

于是 f(x0+Δx)-f(x0)≈f'(x0)Δx.

所以 f(x0+Δx)≈f(x0)+f'(x0)Δx.

●小●试●牛●刀
例2.3.7 计算 0.98的近似值.

解 取f(x)= x,x0=1,Δx=-0.02,则有 0.98=f(x0+Δx)=f(1-0.02),

所以,f(1-0.02)≈f(1)+f'(1)(-0.02)= 1+
1
21

(-0.02)=0.99,

即 0.98≈0.99.
例2.3.8 计算e0.02 的近似值.
解 取f(x)=ex,x0=0,Δx=0.02,则有e0.02=f(x0+Δx)=f(0+0.02),

所以,f(0+0.02)≈f(0)+f'(0)×0.02=e0+e0×0.02=1.002,
即e0.02 ≈1.002.

●大●展●身●手
例2.3.9 给一个半径为10cm的球表面镀铜,铜的厚度为0.005cm.问大约需要多少

克铜(铜的密度为8.9g/cm3)?

解 球的体积为V=
4
3πr

3,据题意r0=10,Δr=0.005,

于是ΔV ≈dV|r=r0 =V'(r0)Δr=4πr20Δr=4π×102×0.005≈6.28(cm3).
镀层所需铜的质量约为6.28×8.9=55.892(g).
例2.3.10 已知某副食品公司销售面粉的利润L 与 销量q之间的函数关系是:

L=-2q3+30q2,

求当销量从12变化到12.2时利润变化量的近似值.
解 由题意,q0=12,Δq=0.2,

因为L'=-6q2+60q,则L'(q0)=L'(12)=-144,
可得ΔL ≈dL=L'(q0)Δq=-144×0.2=-28.8.

  五、
 

隐函数的导数

前面讨论的一些函数表示为y=f(x)的形式,这样的函数称为显函数.但在实际问题

中,还会遇到利用方程表示函数关系的情形,如x2+y2=R2,ey =xy.
一般地,如果在方程F(x,y)=0中,当x 取某区间内的任一值时相应的总有满足此方

程的y 值与之对应,那么就说方程F(x,y)=0在该区间内确定了一个隐函数y=y(x).
  1.

 

隐函数的求导方法

一种方法是:从方程F(x,y)=0中解出y,化成为显式y=f(x),然后求导.但这种方
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法很多时候行不通,因为很多隐函数不能表示成显式y=f(x).例如y+x-exy =0,就很

难解出y=f(x)来.那么此时怎样求y 关于x 的导数呢?

另一种方法是:对方程F(x,y)=0两边同时求微分,再通过恒等变形,求出dy
dx.

●小●试●牛●刀
例2.3.11 设方程x2+y2=R2(R 为常数)确定函数y=y(x),求dy

dx.

解 方法一:我们先解出y,然后再求导.

由x2+y2=R2,
 

解得y=± R2-x2.

当y= R2-x2.求导数得y'= -x
R2-x2

=-
x
y

.

当y=- R2-x2,同理可得y'=
x

R2-x2
=-

x
y

.

方法二:对方程两边同时求微分.

d(x2+y2)=d(R2),即
 

2xdx+2ydy=0.

由此解得

dy
dx=-

x
y

 

或
 

y'x =-
x
y

.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

两种方法算出的结果是一样的,但是方法二最后的结果形式一般既含有变量x,又含有

变量y.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例2.3.12 设方程y+x-ey =0确定函数y=y(x),求dy.
解 方程两边求微分

d(y+x-ey)=0,即
 

dy+dx-dey =0,

dy+dx-eydy=0,

移项,得 (ey -1)dy=dx.

从而解得dy=
1

ey -1
dx.

例2.3.13 设方程uv=eu+v 确定函数u=u(v),求du.
解 方程两边求微分

d(uv)=deu+v,即
 

vdu+udv=eu+v(du+dv),

移项,得 (v-eu+v)du=(eu+v -u)dv,

从而解得du=
eu+v -u
v-eu+vdv.
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例2.3.14 求曲线x+x2y2-y=1在点P(1,1)的切线和法线方程.
解 方程两边求微分,得

dx+2x2ydy+2xy2dx-dy=0,从而解得
 dy
dx=

1+2xy2

1-2x2y
.

将点P(1,1)的坐标代入,得切线的斜率k=-3.
于是所求切线方程为y-1=-3(x-1),即3x+y-4=0.

法线方程为y-1=
1
3
(x-1),即x-3y+2=0.

  2.
 

隐函数的二阶导数

下面介绍用微分求二阶导数的方法,我们知道dy=y'dx.如果对y'再求微分,那么根

据微分与导数的关系,可知dy'应等于y'的导数乘dx,即

dy'=y″dx 或
 dy'
dx =y″.

这就是用微分求y″的基础,即y″就是dy'与dx 之商.

●小●试●牛●刀
例2.3.15 设方程y+x-ey =0确定函数y=y(x),求y″.

解 由例2.3.12知道,y'=
1

ey -1
,

两边再求微分,得dy'=-
d(ey -1)
(ey -1)2

=-
eydy
(ey -1)2

,

将dy=
dx
ey -1

代入上式得dy'=-
eydx
(ey -1)3

,

所以y″=
dy'
dx =-

ey

(ey -1)3
.

  3.
 

对数微分法

上述隐函数的微分法同样可用于求某些特殊形式的显函数的导数和微分.有时我们会

遇到表达式由幂指函数(形如y=u(x)v(x)的函数)或连乘、连除或乘方、开方表示的显函数,
这类显函数直接求导或求微分很困难,或者很麻烦.我们常用两边取对数后再利用隐函数的

求导方法来求导,这种方法称为对数微分法.

●小●试●牛●刀
例2.3.16 求函数y=1+

1
x  

x

(x>0)的导数.

解 两边取自然对数

lny=ln 1+
1
x  

x

=xln1+
1
x  ,

两边求微分

1
y
dy=ln1+

1
x  dx+x· 1

1+
1
x

-
1
x2  dx,
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第二章 一元函数微分学  

所以 dy
dx=yln1+

1
x  - 1

x+1
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = 1+
1
x  

x

ln1+
1
x  - 1

x+1
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

对于幂指函数y=u(x)v(x) 的求导,还可以首先进行恒等变形,再用下面的方法求导:

y=u(x)v(x)=eln[u(x)v(x)]=ev(x)ln[u(x)],再利用复合函数求导方法求导.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手

例2.3.17 设y=
3

x+1
(x-1)(x+2)

,求y'.

解 两边取自然对数,得

lny=
1
3
[ln(x+1)-ln(x-1)-ln(x+2)],

两边求微分,得

1
y
dy=

1
3

1
x+1

dx-
1

x-1
dx-

1
x+2

dx  ,
所以

y'=
dy
dx=

1
3y

1
x+1-

1
x-1-

1
x+2  = 1

3

3
x+1

(x-1)(x+2)
1

x+1-
1

x-1-
1

x+2  .

  六、
 

参数方程所确定的函数的导数

  1.
 

参数方程的一般形式及其导数

一般情况下,参数方程

x=φ(t)

y=f(t) (t为参数).

确定了y 是x 的函数(当然也可以说确定了x 是y 的函数),它是通过参数t联系起来

的.现在来求dy
dx

或y'x.

由微分的定义可知dy=f'(t)dt,dx=φ'(t)dt,所以

dy
dx=f'(t)dt

φ'(t)dt
,

消去dt,得

dy
dx=f'(t)

φ'(t)
,即y'x =f'(t)

φ'(t)
.
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

参数方程所确定的函数y=y(x)求导,先求dy(或y't)和dx(或x't),然后相除即可.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.3.18 设椭圆参数方程

x=acosθ
y=bsinθ (a >0,b >0,θ 为参数)确定了函数y=

y(x),求dy
dx.

解 因为
 

dx=-asinθdθ,dy=bcosθdθ,

所以dy
dx=

bcosθdθ
-asinθdθ=-

b
acotθ.

例2.3.19 求曲线
x=lncost
y=sint-tcost 在对应于t=0的曲线上点的切线方程.

解 与t=0对应的曲线上的点为O(0,0),且
 

dy=tsintdt,dx=-tantdt,

从而有dy
dx=

tsint
-tant=-tcost,

dy
dx t=0

=0.

所以摆线在对应于t=0的曲线上点的切线方程为y=0.
  2.

  

参数方程所确定的函数的二阶导数

求解参数方程所确定的函数的二阶导数,依然利用y″就是dy'与dx 之商的思想方法,

即y″=
d2y
dx2=

dy'
dx.

●小●试●牛●刀

例2.3.20 设方程
x=3e-t

y=2et 确定了函数y=y(x),求d
2y
dx2.

解 先求一阶导数y'.

因为dx=-3e-tdt,dy=2etdt,所以y'=
dy
dx=

2et

-3e-t =-
2
3e

2t.

两边再求微分,得dy'=-
4
3e

2tdt,从而d
2y
dx2=

dy'
dx =

-
4
3e

2tdt

-3e-tdt
=
4
9e

3t.

●大●展●身●手

例2.3.21 设方程
x=t+etsint
y=t-etcost 确定了函数y=y(x),求d

2y
dx2.

解 先求一阶导数y'.
因为dx=(1+etsint+etcost)dt,dy=(1-etcost+etsint)dt,

所以y'=
dy
dx=

1-etcost+etsint
1+etsint+etcost

,
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第二章 一元函数微分学  

两边再求微分,得dy'=
2et(sint-cost+et)
(1+etsint+etcost)2

dt,

从而d
2y
dx2=

dy'
dx =

2et(sint-cost+et)
(1+etsint+etcost)3

.

习题2.3

●小●试●牛●刀
1.

 

设函数y=2x2-3x+1,分别取Δx=0.1,0.01,求出Δy与dy在x=0.5处的值.
2.

 

求下列函数的微分.

(1)
 

y= 1-x3; (2)
  

y=
cos2x
1-x2

;

(3)
 

y=xe-x2; (4)
  

y=arcsin x;

(5)
 

y=ln3(1+x2); (6)
  

y=arctan
1
x
;

(7)
 

y=sec(x2-1); (8)
  

y=sin
1
2cos2x  ;

(9)
 

y=ln(x2+π2x); (10)
  

y=
1
xarctan2x

;

(11)
 

y=ln[ln(lnx2)]; (12)
  

y=ln(x2+a2 -x).

3.
 

求 1.001的近似值.

4.
 

求由下列方程所确定的隐函数y=y(x)的导数dy
dx.

(1)
 

yex -lny=1; (2)
  

xcosy=sin(x+y);

(3)
 

arctany
x =ln x2+y2; (4)

  

x + y =a(a>0).

5.
 

用对数微分法求下列函数的导数.

(1)
 

y=(1-cosx)
1
x; (2)

  

y=
x
1+x  

x

;

(3)
 

y=
x(x+1)

(x+2)(x+3)
; (4)

  

y=xx2.

6.
 

求曲线x2+y4=10在点P(3,1)处的切线方程和法线方程.

7.
 

求下列由参数方程所确定的函数y=y(x)的导数dy
dx.

(1)
 x=at2

y=bt3 ; (2)
  x= 1+t

y= 1-t ;

(3)
 x=acosbt+bsinat
y=asinbt-bcosat (a,b为常数);(4)

  x=etsint
y=etcost .
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8.
 

求曲线
x=1+2t-t2

y=4t2 在点Q(-2,4)处的切线方程和法线方程.

9.
  

求下列方程所确定的函数y=y(x)的二阶导数d
2y
dx2.

(1)
 

x+y=arccot(x-y). (2)
  x=a(t-sint)

y=a(1-cost) .

●大●展●身●手
10.

 

求下列函数在指定点处的微分.

(1)
 

y=3ln(tanx),x=
π
4. (2)

 

y=ex 1-e2x +arcsinex,x=ln
1
2.

11.
 

将一个适当的函数填入下列括号内,使等式成立.
(1)

 

d(  )=4xdx; (2)
  

d(  )=e-2xdx;

(3)
 

d(  )=cos2xd(  ); (4)
  

d 3x+1=
1

2 3x+1
d(  ).

12.
 

设某商品的需求函数为Q(p)=8e
-p
5 ,其中p(元)为价格,Q(千件)为月需求量.试

用微分的方法求当该商品的价格从10元上涨到10.25元需求量的变化量.

13.
 

设函数y=y(x)是由参数方程
x3-xt2+t-1=0

y=t3+t+1 所确定的函数,求dy
dx t=0

.

14.
 

用对数微分法求下列函数的导数.

(1)
 

y=(sinx)tanx -(cosx)cotx; (2)
  

y=
e2x(x+3)
(x+5)(x-4)

.

15.
  

求由下列方程所确定的函数y=y(x)的二阶导数d
2y
dx2.

(1)
 x=atcost
y=atsint ; (2)

  x=ecost

y=esint .

16.
  

设函数y=f(x)的微分dy=
1

x+1
dx.求f(2023)(0)

 

的值.

17.
  

设直线y=3x+m 是曲线
x=t2-t+1

y=t2+t-1 的一条切线,求m 的值.

第四节 微分中值定理

应用案例

某制造企业月产量在区间[50,100]内调整,总成本函数为C(q)=5000+100q+5q2+
0.1q3(其中q为产量,单位:件;总成本C 的单位:元),请问:是否存在某一生产量ξ∈ (50,
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第二章 一元函数微分学  

100),使得该产量下的边际成本MC 等于总成本函数在区间[50,100]内的平均变化率,并分

析其经济意义.

  一、
 

微分中值定理

  1.
 

罗尔中值定理

定理2.4.1(罗尔定理) 如果函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,在开区间(a,b)内可导,且
在区间端点处的函数值相等,即f(a)=f(b),那么至少存在一点ξ∈(a,b),使得f'(ξ)=0.

罗尔定理的几何意义:在两个高度相同的点A,B 间的一段连续曲线上,除端点外如果

各点都有不垂直于x 轴的切线,那么至少有一点处的切线是水平的(如图2 4所示),P 点

处的切线与弦AB 平行.
证明 因为f(x)在闭区间 [a,b]上连续,由最大值与最小值定理(定理1.5.5)知:

f(x)在 [a,b]上必有最大值M 和最小值m.

 图2 4

如果M =m,则f(x)在 [a,b]上恒为常数,从而对任意x ∈
(a,b),都有f'(x)=0.

如果M ≠m,则M 和m 中至少有一个不等于f(a).
不妨设M ≠f(a),则M 必在开区间 (a,b)内取得.
即至少有一个点ξ∈ (a,b)使f(ξ)=M,以下证明f'(ξ)=0.
因为f(x)在点ξ处取得最大值,所以对于任意的Δx 只要ξ+

Δx∈ (a,b),总有

f(ξ+Δx)≤f(ξ).

从而当Δx>0时,有f(ξ+Δx)-f(ξ)
Δx ≤0;当Δx<0时,有f(ξ+Δx)-f(ξ)

Δx ≥0.

由于f(x)在 (a,b)内可导,因而有

f'(ξ)=f'+ (ξ)=lim
Δx→0+

f(ξ+Δx)-f(ξ)
Δx ≤0,

f'(ξ)=f'- (ξ)=lim
Δx→0-

f(ξ+Δx)-f(ξ)
Δx ≥0.

所以,f'(ξ)=0,罗尔定理得证.
应该注意的是,罗尔定理要求函数f(x)同时满足三个条件:在闭区间 [a,b]上连续;

在开区间 (a,b)内可导;且f(a)=f(b).否则结论就可能不成立.图2 5直观地说明了当

其中一个条件不满足时,结论不能成立的例子.

    
图2 5
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同时应该指出,罗尔定理的条件对于结论是充分的,但并非必要的.例如,函数

f(x)=
sinx 0<x≤π
1 x=0 

在x=0处不连续,但存在ξ=
π
2
,使f'

π
2  =0.

●小●试●牛●刀
例2.4.1 验证函数f(x)=2x2-4x+3在区间[0,2]上罗尔定理成立,并求出ξ.
解 因为f(x)=2x2-4x+3在区间[0,2]上连续,在(0,2)可导,且f'(x)=4x-4,

又因为f(0)=f(2)=3,所以f(x)满足罗尔定理的三个条件.
令 f'(x)=4x-4=0,得x=1,即存在ξ=1,使

 

f'(ξ)=0.
由罗尔定理可知,如果函数y=f(x)满足定理的三个条件,则方程f'(x)=0在区间

(a,b)内至少有一个实根.这个结论常被用来证明某些方程的根的存在性.

●大●展●身●手
例2.4.2 如果方程ax3+bx2+cx=0有正根x0,证明:方程3ax2+2bx+c=0必定

在 (0,x0)内有根.
证明 设f(x)= ax3+bx2+cx,则f(x)在 [0,x0]上连续,f'(x)= 3ax2+

2bx+c在 (0,x0)内存在,且f(0)=f(x0)=0.所以f(x)在 [0,x0]上满足罗尔定

理的条件.
由定理结论,在 (0,x0)内至少存在一点ξ,使

 

f'(ξ)=3aξ2+2bξ+c=0,
即方程3ax2+2bx+c=0在 (0,x0)内至少有一个根x=ξ.
  2.

 

拉格朗日中值定理

定理2.4.2(拉格朗日定理) 如果函数f(x)在闭区间 [a,b]上连续,在开区间 (a,b)
内可导,那么至少存在一点ξ∈ (a,b),使得

f'(ξ)=
f(b)-f(a)

b-a  或 f(b)-f(a)=f'(ξ)(b-a).

 图2 6

拉格朗日中值定理的几何意义:

因为数值f(b)-f(a)
b-a

表示连接端点A(a,f(a)),B(b,f(b))

的线段,即弦AB 的斜率,而f'(ξ)为曲线在P(ξ,f(ξ))点处的切线

斜率(如图2 6所示),因此此定理表示,如果函数f(x)在 [a,b]上

连续,且除端点外,处处都有不垂直于x 轴的切线,那么在曲线上至

少有一点P(ξ,f(ξ))处的切线与弦AB 平行.

 图2 7

与罗尔定理比较,可以发现拉格朗日中值定理是罗尔定理把

端点连线AB 由水平向斜线的推广;也可以说,罗尔定理是拉格朗

日定理当弦AB 为水平时的特例.如何证明拉格朗日定理呢? 从图

2 7能把弓形ABP (压缩)放置到水平位置,使AB 与AD 重合,
它就是罗尔定理的几何意义.为此,需要将 △ABD 移掉,即在x∈
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第二章 一元函数微分学  

[a,b]对应的f(x)中减去对应于 △ABD 中的一段MN.具体地讲,构造一个辅助函数

F(x),使

F(x)=f(x)-f(b)-f(a)
b-a

(x-a).

证明 令F(x)=f(x)-f(b)-f(a)
b-a

(x-a).

显然F(x)在 [a,b]上连续,在 (a,b)内可导,且

F(a)=f(a),F(b)=f(a),即F(x)满足罗尔定理的条件.所以,至少存在一点ξ∈
(a,b),使

 

F'(ξ)=0,即

f'(ξ)-
f(b)-f(a)

b-a =0.

即至少存在一点ξ∈ (a,b),使得:

f'(ξ)=
f(b)-f(a)

b-a .

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

如果一个做直线运动的物体,它的位置函数为s=f(t),满足拉格朗日中值定理的条

件,那么它介于时刻t=a和t=b之间的平均速度为f(b)-f(a)
b-a .根据拉格朗日中值

定理,在某一个时刻t=c∈ (a,b),物体的瞬时速度等于上述平均速度,即f'(c)=
f(b)-f(a)

b-a .

比方说,一辆汽车2小时内行驶了180公里,那么汽车的速度表上至少有一个时刻读到

90km/h.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.4.3 验证函数f(x)=x2 在区间[1,3]上满足拉格朗日中值定理,并求ξ.
解 显然f(x)=x2 在[1,3]上连续,在(1,3)上可导,且f'(x)=2x,所以由拉格朗日

中值定理,至少存在一点ξ∈ (1,3),使得:

f'(ξ)=
f(3)-f(1)
3-1

,

即2ξ=4,求得:ξ=2.
例2.4.4 求解【应用案例】.
解 总成本函数在区间[50,100]内的平均变化率为:
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C(100)-C(50)
100-50 =

165000-35000
50 =2600(元/件).

显然C(q)=5000+100q+5q2+0.1q3 在[50,100]上连续,(50,100)上可导,且

MC= C'(q)=100+10q+0.3q2.由拉格朗日中值定理,至少存在一点ξ∈ (50,

100),使得:

MC=C'(ξ)=
C(100)-C(50)
100-50

,

即:100+10ξ+0.3ξ2=2600,化简为:0.3ξ2+10ξ-2500=0.
解此一元二次方程,并取正根,可得ξ≈76.13.
由此可知,当产量大约为76件时,边际成本 MC (再生产1件产品而增加的成本)等于

总成本函数的平均变化率,是评估生产效率和规模经济的重要参考点.当产量q<76.13时,
边际成本低于平均变化率,可扩大产量;q>76.13时,边际成本高于平均变化,应评估是否

继续增产.

●大●展●身●手
例2.4.5 已知函数f(x)在R 上处处可导,且f(0)=-3,f'(x)≤5(∀x∈R),则

f(2)的值最大可能是多少?
解 由题意,f(x)在区间[0,2]上满足拉格朗日中值定理的条件,所以,至少存在一点

ξ∈ (0,2),
使得 f(2)-f(0)=f'(ξ)(2-0),

所以 f(2)=f(0)+2f'(ξ).

由根据题意 f'(ξ)≤5,

所以 f(2)=-3+2f'(ξ)≤-3+10=7,

所以,f(2)的值最大可能是7.
推论2.4.1 若函数f(x)在闭区间 [a,b]上连续,在开区间 (a,b)内的导数恒为零,

则f(x)在 [a,b]上为常数.
证明 在 (a,b)内任取两点x1,x2(不妨设x1 <x2).
因为 [x1,x2]⊂ (a,b),所以f(x)在 [x1,x2]上连续,在 (x1,x2)内可导.从而由拉

格朗日中值定理有

f(x2)-f(x1)=f'(ξ)(x2-x1)(x1 <ξ<x2),

又因为对 (a,b)内一切x 都有f'(x)=0.显然ξ∈ (a,b),所以f'(ξ)=0,于是得

f(x2)-f(x1)=0,f(x2)=f(x1).

即函数f(x)在 [a,b]上为常数.
以前我们证明过“常数的导数等于零”,推论2.4.1说明其逆命题也为真.
推论2.4.2 若f'(x)≡g'(x),x∈(a,b),则f(x)=g(x)+C(x∈(a,b),C 为常

数).

·88·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



第二章 一元函数微分学  

证明 因为 [f(x)-g(x)]'=f'(x)-g'(x)≡0,x∈ (a,b)
 

,据推论2.4.1,得

f(x)-g(x)=C,

即:f(x)=g(x)+C(x∈ (a,b),C 为常数).
以前我们知道“两个函数恒等,那么它们的导数相等”.现在又知道“如果两个函数的导

数恒等,那么它们至多只相差一个常数”.

●大●展●身●手
例2.4.6 设函数f(x)=arcsinx+arccosx,证明:对于一切x ∈ [-1,1],恒有

f(x)=
π
2.

证明 当x∈(-1,1)时,f'(x)=
1
1-x2

-
1
1-x2

=0,由推论2.4.1,f(x)为常

函数,因为f(0)=
π
2
,于是f(x)=arcsinx+arccosx=

π
2.

又因为f(-1)=f(1)=
π
2
,所以对于一切x∈ [-1,1],恒有f(x)=

π
2.

例2.4.7 证明不等式
 b-a
b <ln

b
a <

b-a
a

对任意0<a<b成立.

证明 题目中不等式可恒等变形为:

1
b <

lnb-lna
b-a <

1
a. (2 3)

因为lnx 在 [a,b]上连续,在 (a,b)内可导,所以据拉格朗日中值定理至少存在一点

ξ∈ (a,b),使得

lnb-lna
b-a =(lnx)'|x=ξ =

1
ξ
,(a<ξ<b)

因为 1
b <

1
ξ
<
1
a
,所以(2 3)成立,于是原不等式得证.

  3.
 

柯西中值定理

定理2.4.3(柯西中值定理) 如果函数f(x)和F(x)在闭区间 [a,b]上连续,在开区

间 (a,b)内可导,且F'(x)在 (a,b)内恒不为零,那么至少存在一点ξ∈ (a,b),使得

f(b)-f(a)
F(b)-F(a)=

f'(ξ)
F'(ξ)

.

证明从略.
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习题2.4

●小●试●牛●刀
1.

 

验证函数f(x)=
1

1+x2 在区间[-2,2]上满足罗尔定理的条件,并求出定理结论中

的ξ.
2.

 

验证函数f(x)=4x3-5x2+x-1在区间[0,1]上满足拉格朗日中值定理的条件,
并求出定理结论中的ξ.

3.
 

设f(x)=
1

(x-3)2
,证明:不存在c∈(1,4),使得f(4)-f(1)=f'(c)(4-1).这

是否与微分中值定理矛盾?

4.
 

证明下列不等式: x
1+x <ln

(1+x)<x(x>0).

●大●展●身●手
5.

 

设函数f(x)与g(x)在(-∞,+∞)内可导,并对任何x 恒有f'(x)>g'(x),且

f(a)=g(a).证明当x>a 时,f(x)>g(x);当x<a 时,f(x)<g(x).
6.

 

不用求出函数f(x)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)的导数,说明方程f'(x)=0有

几个实根,并指出它们所在的区间.
7.

 

设f'(x)在[a,b]上连续,则存在常数m,M,对于满足a≤x1<x2≤b的任意两

点x1,x2,证明恒有

m(x2-x1)≤f(x2)-f(x1)≤M(x2-x1).

8.
 

试证明:对函数f(x)=px2+qx+r(p≠0)应用拉格朗日中值定理时所求得的点

ξ总是位于区间的正中间.

第五节 导数的应用

应用案例

设某种产品的需求函数为Q=1200-5p,其中p 为价格 (单位:元),成本函数C(q)=
2000+80q,其中q为产量(单位:件).求产量和价格分别为多少时,该产品的利润最大,并求

最大利润.
我们掌握了导数的概念后,就可以用它来研究函数的各种性质,比如说一些以前没法求

解的极限、函数的单调性判定、函数极值与最值的求法等等,下面我们一一来加以解决.
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第二章 一元函数微分学  

  一、
 

洛必达法则

  1.
 

“0
0
”型未定式

法则2.5.1 设函数f(x)和g(x)满足

(1)
 

lim
x→x0

f(x)=0,lim
x→x0

g(x)=0;

(2)
 

函数f(x),g(x)在x0 的某个邻域内(点x0 可除外)可导,且 (x)≠0;

(3)
 

lim
x→x0

f'(x)
g'(x)=

A(A 可以是有限数,也可为无穷大),则

lim
x→x0

f(x)
g(x)=

lim
x→x0

f'(x)
g'(x)=

A.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

法则2.5.1对于x→∞,x→±∞,x→x+
0,x→x-

0 时的“0
0

”型未定式同样适用.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例2.5.1 求

 

lim
x→1

ex -e
x-1

.

解 这是“0
0
”型未定式,由洛必达法则,得

lim
x→1

ex -e
x-1=lim

x→1

(ex -e)'
(x-1)'=lim

x→1

ex

1=e.

例2.5.2 求
 

lim
x→+∞

π
2-arctanx

1
x

.

解 这是“0
0
”型未定式,由洛必达法则,得

lim
x→+∞

π
2-arctanx

1
x

= lim
x→+∞

π
2-arctanx  '

1
x  '

= lim
x→+∞

-
1

1+x2

-
1
x2

= lim
x→+∞

x2

1+x2
= lim

x→+∞

1

1+
1
x2

=1.

●大●展●身●手
例2.5.3 求lim

x→0

ex -e-x -2x
x-sinx

.

解 极限是“0
0
”型未定式,使用洛必达法则,得
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lim
x→0

ex -e-x -2x
x-sinx =lim

x→0

(ex -e-x -2x)'
(x-sinx)' =lim

x→0

ex +e-x -2
1-cosx

.

上式右端的极限仍然是“0
0
”型未定式,继续使用洛必达法则,得

lim
x→0

ex -e-x -2x
x-sinx =lim

x→0

(ex +e-x -2)'
(1-cosx)' =lim

x→0

ex -e-x

sinx .

上式右端的极限也仍然是“0
0
”型未定式,再次使用洛必达法则,得

lim
x→0

ex -e-x -2x
x-sinx =lim

x→0

(ex -e-x)'
(sinx)' =lim

x→0

ex +e-x

cosx =2.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

如果当x→x0时,f'(x)
g'(x)仍为“0

0
”型未定式,且f'(x)与g'(x)仍满足法则2.5.1的

条件,则可继续使用洛必达法则,以此类推,可得:

lim
x→x0

f(x)
g(x)=limx→x0

f'(x)
g'(x)=limx→x0

f″(x)
g″(x)=limx→x0

f‴(x)
g‴(x)=….

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

“∞
∞
”型未定式

法则2.5.2 设函数f(x)和g(x)满足

(1)
 

lim
x→x0

f(x)=∞,lim
x→x0

g(x)=∞;

(2)
  

函数f(x),g(x)在x0 的某个邻域内(点x0 可以除外)可导,且g'(x)≠0;

(3)
 

lim
x→x0

f'(x)
g'(x)=

A(A 为有限数,也可为无穷大),则

lim
x→x0

f(x)
g(x)=

lim
x→x0

f'(x)
g'(x)=

A.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

与法则2.5.1相同,法则2.5.2对于x→∞,x→±∞,x→x+
0,x→x-

0 时的“∞
∞

”型未

定式同样适用,并且对使用后得到的“∞
∞

”或“0
0

”型未定式,只要符合洛必达法则的条件,

就可以连续使用.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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第二章 一元函数微分学  

●小●试●牛●刀
例2.5.4 求lim

x→0+

lntan2x
lntanx.

解 lim
x→0+

lntan2x
lntanx =lim

x→0+

2sec22x/tan2x
sec2x/tanx

=lim
x→0+

2tanx
tan2x =lim

x→0+

2sec2x
2sec22x

=1.

例2.5.5 求 lim
x→+∞

xn

lnx
(n 为正整数).

解 lim
x→+∞

xn

lnx=lim
x→+∞

nxn-1

1
x

=lim
x→+∞

nxn =+∞.

●大●展●身●手
例2.5.6 求

 

lim
x→+∞

xn

ex
(n 为自然数).

解 lim
x→+∞

xn

ex
=lim

x→+∞

nxn-1

ex
=lim

x→+∞

n(n-1)xn-2

ex
=lim

x→+∞

n(n-1)(n-2)xn-3

ex
=…=

lim
x→+∞

n!
ex

=0.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由上面两个例题我们可以看到,当x→+∞时,幂函数xn 、指数函数ex 与对数函数lnx 都

是无穷大,但是它们趋向于无穷大的速度并不是一样,一般来说有这样的关系:lnx<xn <ex.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  3.
 

其他类型未定式

在求x→x0,x→∞,x→±∞,x→x+
0,x→x-

0 时f(x)
g(x)

的极限,除“0
0
”型与“∞

∞
”型

未定式之外,还有下列一些其他类型的未定式.
(1)

 

“0·∞ ”型:f(x)的极限为0,g(x)的极限为 ∞,求f(x)·g(x)的极限;
(2)

 

“∞-∞ ”型:f(x),g(x)的极限均为 ∞,求f(x)-g(x)的极限;
(3)

 

“1∞ ”型:f(x)的极限为1,g(x)的极限为 ∞,求f(x)g(x)的极限;
(4)

 

“00”型:f(x),g(x)的极限均为0,求f(x)g(x)的极限;
(5)

 

“∞0”型:f(x)的极限为 ∞,g(x)的极限为0,求f(x)g(x)的极限.
这些类型的未定式,不能直接使用极限的运算法则来求解,其极限的存在与否因式而

异.一般而言,可按下述方法处理:对(1)、(2)两种类型,可利用适当变换将它们化为“0
0
”型

或“∞
∞
”型未定式,再用洛必达法则求极限;对(3)、(4)、(5)三种类型未定式,可以直接用

limf(x)g(x)=limeg(x)lnf(x)=elimg(x)lnf(x)化为“0·∞ ”型来解决问题.

●小●试●牛●刀
例2.5.7 求

 

lim
x→0+

x3lnx.
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解 这是“0·∞ ”型未定式,可将其化为“∞
∞
”型未定式.

lim
x→0+

x3lnx=lim
x→0+

lnx
x-3 =lim

x→0+

1/x
-3x-4=lim

x→0+
-
1
3x

3  =0.
●大●展●身●手

例2.5.8 求
 

lim
x→1+

x
x-1-

1
lnx  .

解 这是“∞-∞ ”型未定式,通过“通分”将其化为 0
0

型未定式

lim
x→1+

x
x-1-

1
lnx  =limx→1+

xlnx-x+1
(x-1)lnx =lim

x→1+

lnx+1-1

lnx+
x-1
x

=lim
x→1+

lnx

lnx+1-
1
x

=lim
x→1+

1
x

1
x +

1
x2

=
1
2.

例2.5.9 求lim
x→0

x2sin1x
sinx .

解 这是“0
0
”型未定式,若使用洛必达法则,分子、分母分别求导后,化为:

lim
x→0

x2sin1x  '
(sinx)' =lim

x→0

2xsin1x -cos
1
x

cosx .

此式的极限不存在,因此法则2.5.1的第3个条件不满足,洛必达法则失效.可用下面的方

法求解.

lim
x→0

x2sin1x
sinx =lim

x→0

x
sinx

·xsin1x =lim
x→0

x
sinx

·lim
x→0

xsin1x =1·0=0.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在使用洛必达法则时,应注意如下几点:

(1)
 

每次使用洛必达法则时,必须检验极限是否属于或可化为“0
0

”型或“∞
∞

”型未定式;

(2)
 

如果有可约因子,或有非零极限的乘积因子,则可先约去或提出,然后再利用洛必

达法则,以简化演算步骤;

(3)
 

当limf'(x)
g'(x)不存在时,并不能断定limf(x)

g(x)不存在,此时应使用其他方法求极限.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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  二、
 

函数的单调性的判定

单调性是函数的重要性态之一,它揭示了函数的变化趋势,而理解函数的变化趋势是分

析问题的重要基础.比如,我们可能会关心:随着时间推移,某产品的销量是上升还是下降?
如何科学地判断一个函数的单调性呢? 直观上,我们可以观察函数图像的走势,但对于复杂

函数,这种方法往往不够精确.此时,“导数”这一强大工具便派上了用场.
设函数f(x)是区间 [a,b]上的连续函数,如果f(x)在 (a,b)上可导且单调增加,那

么曲线f(x)上任一点处的切线与x 轴正向的夹角都是锐角,即f'(x)>0(如图2 8).

 图2 8
 

 图2 9

如果f(x)在 [a,b]上为单调减少,那么曲线上任一点处的切线与x 轴正向的夹角都

是钝角,即f'(x)<0(如图2 9所示).以上结论反过来是否成立呢?
定理2.5.1 设函数y=f(x)在闭区间 [a,b]上连续,在开区间 (a,b)内可导,则有

(1)
 

若在 (a,b)内f'(x)>0,则f(x)在 [a,b]上单调增加;
(2)

 

若在 (a,b)内f'(x)<0,则f(x)在 [a,b]上单调减少.
证明 设x1,x2 是 [a,b]内任意两点,且x1 <x2,则由拉格朗日中值定理有

f(x2)-f(x1)=f'(ξ)(x2-x1)(x1 <ξ<x2).

若f'(x)>0,则f'(ξ)>0,又x2-x1>0,所以f(x2)-f(x1)>0,即当x1<x2

时,有f(x1)<f(x2).由于x1,x2 是 [a,b]内的任意两点,所以函数f(x)在 [a,b]上单

调增加.
同理可证,若f'(x)<0,则函数f(x)在 [a,b]上单调减少.

 图2 10

有时函数在整个考察范围内并不单调,这时就需要把考察范围

划分为若干个单调区间.如图2 10,在考察范围 [a,b]上,函数

f(x)并不单调,但可以划分 [a,b]为
 

[a,x1],[x1,x2],[x2,b]三

个子区间,在 [a,x1],[x2,b]上f(x)单调增加,而在 [x1,x2]上

f(x)单调减少.
容易发现,如果f(x)在(a,b)上可导,那么在单调区间的分界

点处的导数为零,即f'(x1)=f'(x2)=0.一般称导数f'(x)在区间内部的零点称为函数

f(x)的驻点.因此,可导函数单调区间分界点为驻点.
另外,不可导的点也可能是单调区间的分界点.比如函数y=|x|,当x <0时单调递

减,当x>0时单调递增,因此,x=0是单调区间的分界点.由例2.1.9可知,此函数在x=
0处不可导.

确定函数f(x)的单调区间的一般步骤:
第一步 求出函数f(x)的考察范围I

 

(除指定范围外,一般是指函数的定义域);

·59·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



 经 济 数 学

第二步 求出函数f(x)在考察范围I内部的全部驻点和不可导的点;
第三步 用这些驻点和不可导的点将I分成若干个子区间;
第四步 确定f'(x)在各个子区间上的符号,利用定理2.5.1判定函数f(x)的单调

性.为了清楚起见,常采用列表方式.

●小●试●牛●刀
例2.5.10 讨论函数f(x)=

1
3x

3-2x2+3x-2的单调性.

解 (1)
 

函数f(x)的定义域I=(-∞,+∞);
(2)

 

f'(x)=x2-4x+3=(x-1)(x-3),令f'(x)=0,得驻点为x1=1,x2=3,无
不可导点;

(3)
 

上述驻点将定义域 (-∞,+∞)划分为3个子区间:(-∞,1),[1,3],(3,+∞);
(4)

 

列表确定f(x)在每个子区间内导数的符号,根据定理2.5.1判断函数的单调性.

x (-∞,1) [1,3] (3,+∞)

f'(x) + - +

f(x) ↗ ↘ ↗

  (注:表中箭头↗、↘分别表示函数f(x)在指定区间单调增加和减少,下同.)
所以

 

f(x)在 (-∞,1)和
 

(3,+∞)内单调增加,在[1,3]内单调减少.

●大●展●身●手
例2.5.11 讨论函数f(x)=

x2

3 -
3
x2 的单调性.

解 (1)
 

函数f(x)的定义域I=(-∞,+∞);

(2)
 

f'(x)=
2x
3 -

2
3
3
x

=
2
3
(x

2
3 +1)(

3
x +1)(

3
x -1)

3
x

,令f'(x)=0,得驻点为

x1=-1,x2=1,此外f(x)还有不可导点为x=0;
(3)

 

上述驻点和不可导点将定义域(-∞,+∞)划分为4个子区间:(-∞,-1),(-1,

0),(0,1)和 (1,+∞);
(4)

 

列表确定f(x)在每个子区间内导数的符号,根据定理2.5.1判断函数的单调性:

x (-∞,-1) (-1,0) (0,1) (1,+ ∞)

f'(x) - + - +

f(x) ↘ ↗ ↘ ↗

  所以f(x)在 (-∞,-1)和(0,1)内是单调减少的,在(-1,0)和(1,+∞)内是单调增

加的.
应用函数的单调性,还可证明一些不等式.

例2.5.12 证明当x>1时,2 x >3-
1
x.
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证明 令f(x)=2 x - 3-
1
x  .

因为f'(x)=
1
x

-
1
x2=

1
x2
(x x -1),所以当x>1时,f'(x)>0,从而f(x)在

[1,+∞)内单调增加.

又f(1)=0,所以f(x)>f(1)=0(x>1),即2 x - 3-
1
x  >0,

移项即得当x>1时,2 x >3-
1
x.

  三、
 

函数的极值

极值是函数的一种局部性态,它能帮助我们进一步把握函数的变化状况,为准确描绘函

数图形提供必不可少的信息,它又是研究函数的最大值和最小值问题的关键所在.
定义2.5.1 设函数f(x)在点x0 的某邻域内有定义,若对于该邻域内异于x0 的x 恒

有

(1)
 

f(x)<f(x0),则称f(x0)是函数f(x)的极大值,x0 称为f(x)的极大值点;
(2)

 

f(x)>f(x0),则称f(x0)是函数f(x)的极小值,x0 称为f(x)的极小值点.
函数的极大值与极小值统称为函数的极值,使函数取得极值的点x0 称为函数f(x)的

极值点.
由定义可见,极值是函数的一个局部性概念.

 图2 11

从图2 11可以看出,若函数f(x)在极值点处可导

(如x0 ~x4),则图形上对应点处的切线是水平的,因此

函数在这类极值点处的导数为0,即这类极值点必定是函

数的驻点.注意图形在x5 所对应的点A 处无切线,因此

x5 是函数的不可导点,但函数在x5 处取得了极小值.这
说明不可导点也可能是函数的极值点.

定理2.5.2(极值的必要条件) 若函数f(x)在x0 处可导,且在x0 处取得极值,那么

x0 必定是函数的驻点,即f'(x0)=0.
证明从略.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

必须注意,f(x)的驻点不一定是f(x)的极值点.如图2 11上的点x6,尽管曲线在

点B 处有水平切线,即x6 是驻点 (f'(x6)=0),但函数在x6 处并无极值.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

定理2.5.3(极值的第一充分条件) 设函数f(x)在点x0 的邻域U(x0,δ)内连续,空
心邻域U(x︿0,δ)内可导,则

(1)
 

如果在x0 的左邻域内f'(x)>0,在x0 的右邻域内f'(x)<0,那么x0 是f(x)
的极大值点;

(2)
 

如果在x0 的左邻域内f'(x)<0,在x0 的右邻域内f'(x)>0,那么x0 是f(x)
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的极小值点;
(3)

 

如果在x0的空心邻域U(x︿0,δ)内,
 

f'(x)不改变符号,那么x0不是f(x)的极值点.
证明 (1)

  

在x0的空心邻域U(x︿0,δ)内任取一点x,在以x 和x0为端点的闭区间上,
对函数f(x)应用拉格朗日中值定理,得

f(x)-f(x0)=f'(ξ)(x-x0)(ξ在x 和x0 之间).

当x 在x0 的左邻域内时,x<ξ<x0,从而由已知条件知f'(ξ)>0,所以

f(x)-f(x0)=f'(ξ)(x-x0)<0,即f(x)<f(x0).

当x 在x0 的右邻域内时,x0 <ξ<x,从而由已知条件知f'(ξ)<0,所以

f(x)-f(x0)=f'(ξ)(x-x0)<0,即f(x)<f(x0).

综上可知,对x0附近的任意x,都有f(x)<f(x0).根据极值定义知x0是f(x)的极

大值点.
类似地可证明(2),(3).
定理2.5.4(极值的第二充分条件) 设x0 为函数f(x)的驻点,且在点x0 处有二阶导

数f″(x0)≠0,则x0 必定是函数f(x)的极值点,且
(1)

 

如果f″(x0)<0,则f(x)在点x0 处取得极大值;
(2)

 

如果f″(x0)>0,则f(x)在点x0 处取得极小值.
证明从略.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

比较两个判定方法可以看到,定理2.5.3适用于驻点和不可导点,而定理2.5.4只

能对二阶导数不为0的驻点判定.
(2)

 

如果f″(x0)=0,则无法根据极值的第二充分条件来判断
 

f(x)在点x0 处是否取

得极值.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

求函数f(x)的极值的一般步骤:
第一步 确定函数f(x)的考察范围(或定义域);
第二步 求出函数f(x)的导数f'(x)(若使用定理2.5.4还需要求出f″(x));
第三步 求出函数f(x)的所有驻点及不可导点,即求出f'(x)=0的根和f'(x)不存

在的点;
第四步 利用定理2.5.3或定理2.5.4,判定上述驻点或不可导点是否为函数的极值

点,并求出相应的极值.

●小●试●牛●刀
例2.5.13 求函数f(x)=

1
3x

3-2x2+3x-2的极值.

解 (1)
 

函数f(x)的定义域I=(-∞,+∞);
(2)

 

f'(x)=x2-4x+3=(x-1)(x-3),f″(x)=2x-4;
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(3)
 

令f'(x)=0,得驻点x1=1,x2=3,无不可导的点;
(4)

 

因为f″(1)=-2<0,f″(3)=2>0,由定理2.5.4知,

在点x=1处f(x)取得极大值,极大值为f(1)=-
2
3
;在点x=3处取得极小值,极小

值为f(3)=-2.
例2.5.14 求函数f(x)=(x+2)2(x-1)3 的极值.
解 (1)

  

函数f(x)的定义域I=(-∞,+∞);
(2)

 

f'(x)=2(x+2)(x-1)3+3(x+2)2(x-1)2=(x+2)(x-1)2(5x+4);

(3)
 

令f'(x)=0,得驻点为x1=-2,x2=-
4
5
,x3=1,且f(x)没有不可导点;

(4)
 

利用定理2.5.3,判定驻点是否为函数f(x)的极值点.这一步常用类似于确定函

数增减区间那样的列表方法,只是增加了从导数符号判定驻点是否为极值点的内容,其结果

如下:

x (-∞,-2) -2 -2,-
4
5  - 45 -

4
5
,1  1 (1,+

 

∞)

f'(x) + 0 - 0 + 0 +

f(x) 极大值0

极小值

-
26244
3125

≈-8.4

无极值

  从表中可知:

x1=-2是极大值点,极大值为f(-2)=0;

x2=-
4
5

是极小值点,极小值为f -
4
5  ≈-8.4.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在用极值的第一充分条件求函数极值时,第四步建议采用类似单调性判定的第四步,采
用列表讨论的方法,只是增加了从导数符号判定驻点是否为极值点的内容.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

求解函数极值时,当函数有不可导的点或者二阶导数的计算比较繁琐或者驻点处的二

阶导数为0时,我们一般采用极值的第一充分条件.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例2.5.15 求函数f(x)=x

3(3x+4)2 的极值.
解 (1)

 

函数f(x)的定义域I=(-∞,+∞);
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(2)
 

f'(x)=
3(3x+4)2 +

2x
3
3x+4

=
5x+4
3
3x+4

;

(3)
 

令f'(x)=0,得驻点x1=-
4
5
,不可导点为x2=-

4
3
;

(4)
 

利用定理2.5.3,判定驻点或不可导点是否为函数的极值点.列表如下:

x -∞,-
4
3  -

4
3 -

4
3
,-
4
5  -

4
5 -

4
5
,+∞  

f'(x) + 不存在 - 0 +

f(x) 极大值 极小值

  从表中可知:

x1=-
4
3

是极大值点,极大值为f -
4
3  =0;

x2=-
4
5

是极小值点,极小值为f -
4
5  =-

4
25

3
320.

  四、
 

函数的最大值与最小值

在工农业生产、工程技术和科学实验中,人们常常会遇到在一定条件下,如何使“用料最

省”、“产品最多”、“效率最高”、“成本最低”等问题.用数学的方法进行描述,它们都可归结为

求一个函数的最大值、最小值问题.
定义2.5.2 设函数y=f(x),x∈I,x1,x2 ∈I.
(1)

 

若对任意x∈I,f(x)≥f(x1),则称f(x1)为f(x)在区间I上的最小值,称x1

为f(x)在I上的最小值点;
(2)

 

若对任意x∈I,f(x)≤f(x2),则称f(x2)为f(x)在区间I上的最大值,称x2

为f(x)在I上的最大值点.
函数的最大值、最小值统称为最值,最大值点、最小值点统称为最值点.
最值与极值不同,极值是一个仅与一点附近的函数值有关的局部概念,最值却是一个与

函数的定义区间I内函数值有关的整体概念.因此,一个函数的极值可以有若干个,但一个

函数在一个确定的区间上的最大值、最小值如果存在的话,只能是唯一的.
由最大值和最小值定理可知,若函数f(x)在闭区间 [a,b]上连续,函数f(x)必在该

区间上存在最大值和最小值.如果其最大值和最小值在开区间 (a,b)内取得,最大值点和最

小值点必在f(x)的极值点之中,而极值点有可能是驻点,也可能是不可导的点.另外,有时

函数的最大值和最小值可能在区间的端点处取得.
因此,函数f(x)在闭区间 [a,b]最大值和最小值可按如下方法求得:
(1)

 

求出函数f(x)在 (a,b)内的所有可能极值点,即驻点和不可导点;
(2)

 

计算函数f(x)在驻点、不可导点处及端点a,b处的函数值f(a)和f(b);
(3)

 

比较这些函数值,其中最大者即为函数f(x)的最大值,最小者即为函数f(x)的

最小值.
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●小●试●牛●刀
例2.5.16 求函数f(x)=2x3-3x2+14在区间[-1,4]上的最大值和最小值.
解 显然f(x)在 [-1,4]上连续.
(1)

 

f'(x)=6x2-6x=6x(x-1),令f'(x)=0,得驻点x1=0,x2=1,且无不可导点;
(2)

 

计算函数f(x)在驻点、区间端点处的函数值:

f(-1)=9,f(0)=14,f(1)=13,f(4)=94;

(3)
 

函数f(x)在[-3,4]上的最大值为f(4)=94,最大值点为x =4;最小值为

f(-1)=9,最小值点为x=-1.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

数学和实际问题中遇到的函数,未必都是闭区间上的连续函数.注意下述结论,会使我

们的讨论显得方便而简洁.
(1)

 

若函数f(x)在某区间I(I可以是闭区间、开区间或无穷区间)内仅有一个可能极

值点x0,则当x0 为极大(小)值点时,f(x0)就是f(x)在区间I上的最大(小)值;
(2)

 

在实际问题中,若由分析得知函数f(x)确实存在最大值或最小值,而在所讨论的

区间内可导函数f(x)又仅有一个驻点x0,则点x0 处的函数值f(x0)一定是最大值或最

小值.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例2.5.17 求解【应用案例】中的最大利润.
解 由Q=1200-5p,

得p=240-0.2Q=240-0.2q(这里的生产量q可以理解为需求量Q),
所以收益函数为

 

R(q)=p·q=(240-0.2q)q=240q-0.2q2,
则利润函数为:

L(q)=R(q)-C(q)=(240q-0.2q2)-(2000+80q)

=-0.2q2+160q-2000.

边际利润为

L'(q)=-0.4q+160.

令L'(q)=0,得唯一驻点q0=400,且L″(400)=-0.4<0,可见产量q0=400时利

润取得最大值,最大利润为

L(400)=-0.2×4002+160×400-2000=30000(元).

再将q0=400代入价格函数

p=240-0.2q=240-0.2×400=160(元/件).

所以产量为400件,价格为160元/件时,获得最大利润为30000元.
例2.5.18 某防空洞的截面拟建成矩形上方加半圆的形状,半圆的直径与矩形的一条

边刚好吻合.已知截面的面积为5m2.问半圆的直径为多少时才能使截面的周长最小?
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 图2 12

解 根据题意,矩形的一边长与半圆的直径相同,设为x,另一边长设为y
(如图2 12),则有

1
2π

x
2  

2

+xy=5,所以y=
5
x -

π
8x
,

所以,周长 l=x+2y+π·
x
2= 1-

π
4  x+

10
x
,

l'=1-
π
4-

10
x2
,令l'=0,解得x=

40
4+π

.

又 l″=
20
x3
,l″( 40

4-π
)>0,

所以直径x=
40
4-π

时周长最小.

●大●展●身●手
例2.5.19 某产品的次品率y 与日产量q之间的关系为

y=
1

101-q
0≤q≤100

1 q>100
.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

若每件合格产品的盈利为A 元,每件次品的损失为 A
3

元,试求盈利最多的日产量.

解 由题意,次品数为qy,正品数为q-qy,设日产量为q时盈利为T(q),则

T(q)=A(q-qy)-
A
3qy=Aq-

4A
3qy.

显然,要使盈利最多,q∈ [0,100],此时y=
1

101-q
,则

T(q)=Aq-
4A
3

q
101-q

,q∈ [0,100].

从而问题就归结为求函数T(q)的最大值.因为

T'(q)=A-
4A
3

q
101-q  '=A-

A
3

404
(101-q)2

.

令T'(q)=0,于是得函数T(q)的唯一驻点q≈89.4.因此q=89.4是使T(q)取得最大

值的点.
由实际意义,q是正整数,因此比较T(89)≈79.11A,T(90)≈79.09A,可知q=89,

即日产量为89件时,产品盈利最多.
下面我们来探讨一下库存问题中的最值.
库存无论是在生产环节或商业环节,还是在各个经济系统中都是一个重要的问题.企业

对某些产品或原材料的需求量可由库存来提供和满足,库存也需要由进货来维持和补充.在
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供给与需求、生产与销售之间,库存起到调节的作用.通常的库存问题是库存数量为多少时,
存货总费用最低.

一般的,存货总费用包括如下两个方面.
(1)

 

生产准备费或订购费:工厂生产产品是成批投产的,每批投产要支付生产准备费;
商店向外订货,每批订货都要支付订购费.假设每批投产的准备费或订购费与该批次投产或

订货数量无关.
(2)

 

货物的库存费:货物存放仓库的保管费.假设在某一时间内单位产品的库存费不变.
假设在一个计划期内需求量是已知且固定的,那么在这个计划期内:
(1)

 

如果每批投产或订购量多,库存量自然多,因而库存费多;但因投产或订购的次数

少,因此生产准备费或订购费少.
(2)

 

如果每批投产或订购量少,库存量自然少,因而库存费少;但因投产或订购的次数

多,因此生产准备费或订购费多.
在这两种费用一多一少的情况下,我们的问题是:如何确定每批投产或订购的数量,即

选择最优批量以使存货总费用最小?
若假设:a 为一个计划期内的需求量,即生产或订货的总量;b 为每批生产准备费或订

购费;c为一个计划期内单位产品的库存费;q为每批投产或订货的数量,即批量;C 为一个

计划期内存货总费用,即生产准备费或订购费与库存费之和.
则问题为:q为多少时,C 取得最小值?

在一个计划期内,我们假定自始至终库存数量恰是批量之半,所以库存量为 q
2
,库存费

是cq
2
;生产次数或订购次数,即批数应为 a

q
,因此,生产准备费或订购费为b·a

q
.于是,存

货总费用C 与每批数量q的函数关系为

C=C(q)=
cq
2+

ba
q
,q∈ (0,a].

根据最值的求法,

C'(q)=
cq
2+

ba
q  '=

c
2-

ba
q2

.

令C'(q)=0,得唯一驻点,也是最小值点

qmin=
2ab
c .

此时总费用最小,其值为

Cmin= 2abc.

下面举一个例子加以说明.
例2.5.20 某工厂生产某商品,年销售量为100万件,每批生产需要增加准备费1000

元,而每件商品的年库存费为0.05元,如果销售量是均匀的,且上一批售完,立即生产下一

批,每批数量相同.问全年应组织几批生产可使得生产准备费与库存费之和为最小?
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解 设批量为q件,则批次为1000000
q

,总费用为C.

由题设知a=1000000件,b=1000元,c=0.05元,则总费用和批量间的函数为

C(q)=
0.05q
2 +

1000000×1000
q

,q∈ [0,1000000].

由上面的公式知道 qmin=
2ab
c =

2×1000000×1000
0.05 =200000.

此时的批次为 1000000
200000=5.

即全年应组织5批生产可使得生产准备费与库存费之和最小.

  五、
 

曲线的凹凸性与拐点

  1.
 

曲线的凹凸性

我们常常将函数y=f(x)的图形称为曲线y=f(x).我们虽然已能由一阶导数的正负

来判定函数的单调性,但是用于函数图形的描绘还有不够完善的地方.在图2 13(a)中,曲
线弧AB 和CD 都是上升的,可是弧AB 呈凸形上升,弧CD 呈凹形上升;在图2 13(b)中,
曲线弧AB 和CD 都是下降的,可是弧AB 呈凸形下降,弧CD 呈凹形下降.

(a)
  

(b)
图2 13

由图2 13:凡呈凸形的曲线弧,则在弧的每一点处作切线,这些切线总在曲线弧的上

方;凡呈凹形的曲线弧,则在弧的每一点处作切线,这些切线总在曲线弧的下方.根据曲线弧

的上述特性,给出曲线凹凸性的定义.
定义2.5.3 若在区间(a,b)内,曲线y=f(x)的各点处的切线都位于曲线的下方,则

称此曲线在 (a,b)内是凹的;若曲线y=f(x)的各点处切线都位于曲线的上方,则称此曲

线在 (a,b)内是凸的.
图2 13显示:随着横坐标x 的增加,凹曲线弧上各点的切线斜率逐渐增大,即f'(x)

是单调增加的;凸曲线弧上各点的切线斜率逐渐减小,即f'(x)是单调减少的.对于f'(x)
的增减性可由f'(x)的导数,即f″(x)来确定,由此可得曲线凹凸性的判别法.

定理2.5.5(曲线的凹凸性的判定定理) 设函数y=f(x)在区间 (a,b)内具有二阶

导数.
(1)

 

如果在区间 (a,b)内f″(x)>0,则曲线y=f(x)在 (a,b)内是凹的;
(2)

 

如果在区间 (a,b)内f″(x)<0,则曲线y=f(x)在 (a,b)内是凸的.
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●小●试●牛●刀
例2.5.21 判定曲线f(x)=cosx 在 π

2
,5π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 内的凹凸性.

解 (1)
 

考察范围为
 π
2
,5π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ;

(2)
 

f'(x)=-sinx,f″(x)=-cosx,令f″(x)=0,得x=
3
2π∈

π
2
,5π
2  ;

图2 14

(3)
 

在 π
2
,3
2π  内 f″(x)> 0,曲 线 是 凹 的;在

3
2π
,5
2π  内f″(x)<0,曲线是凸的.

曲线凹凸性的几何意义:曲线y=f(x)的凹凸性是反映

函数增减快慢这个特性的.从图2 14以看出,在曲线凸弧段,
若函数是递增的,但越增越慢;若函数是递减的,反而越减越

快.在曲线凹弧段,若函数是递增的,则越增越快;若函数是递

减的,反而越减越慢.
  2.

 

曲线的拐点

定义2.5.4 若连续曲线y=f(x)上的点P 是凹的曲线弧与凸的曲线弧的分界点,则
称点P 是曲线y=f(x)的拐点.

定理2.5.6(拐点的必要条件) 若函数y=f(x)在x0 处二阶导数存在,且点 (x0,

f(x0))为曲线y=f(x)的拐点,则f″(x0)=0.
证明从略.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

值得注意的是f″(x0)=0是点 (x0,f(x0))(存在二阶导数)为拐点的必要条件,而非充

分条件.例如y=x4,当x=0时,y″(0)=0,但是点 (0,0)不是曲线y=x4 的拐点,因为点

(0,0)两侧二阶导数不变号.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

定理2.5.7(拐点的充分条件) 若f″(x0)=0,且在x0 两侧f″(x)变号,则点 (x0,

f(x0))是曲线y=f(x)的拐点.
结论是显然的.
根据定理2.5.6和定理2.5.7可知,二阶导数为0的点可能是拐点,另外二阶导数不存

在的点也有可能为拐点.因此,可以按以下步骤来判定曲线y=f(x)的拐点:
第一步 确定y=f(x)的定义域I;
第二步 求出其一阶导数f'(x)和二阶导数f″(x);
第三步 令f″(x)=0,求出f″(x)的零点及其f″(x)不存在的点;
第四步 用上述各点从小到大依次将I 分成若干个子区间,由定理2.5.5和定理

2.5.7,考察在每个子区间内f″(x)的符号,找出曲线y=f(x)的凹凸区间和拐点.这一步

通常用列表表示.
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●小●试●牛●刀
例2.5.22 求曲线y=2+(x-4)

1
3 的凹凸区间与拐点.

解 (1)
  

定义域I=(-∞,+∞);

(2)
 

y'=
1
3
(x-4)

-
2
3, y″=-

2
9
(x-4)

-
5
3;

(3)
 

y″在(-∞,+∞)内无零点,y″不存在的点为x=4;
(4)

 

列表(符号
 ︶
、
 ︵

分别表示曲线的凹和凸,下同):

x (-∞,4) 4 (4,+∞)

f″(x) + 不存在 -

y =f(x) 拐点(4,2)

  所以,曲线y=2+(x-4)
1
3 的凹区间为(-∞,4),凸区间为(4,+∞),拐点为(4,2).

例2.5.23 求曲线y=
1

1+x2 凹凸区间和拐点.

解 (1)定义域为I=(-∞,+∞);

(2)
 

y'= -2x
(1+x2)2

,y″=
2(3x2-1)
(1+x2)3

;

(3)
 

令y″=0,得x1=
3
3
,x2=-

3
3
;

(4)
 

列表讨论如下:

x -∞,-
3
3  -

3
3 -

3
3
,3
3  3

3
3
3
,+∞  

f″(x) + 0 - 0 +

f(x) 拐点 -
3
3
,3
4  拐点 3

3
,3
4  

  所 以,曲 线 y =
1

1+x2 的 凹 区 间 为 -∞,-
3
3  和 3

3
,+∞  ,凸 区 间 为

-
3
3
,3
3  ,拐点为 -

3
3
,3
4  和 3

3
,3
4  .

  六、
 

曲线的渐近线及函数图像的描绘

在平面上描绘函数y=f(x)的图形,当曲线延伸至无穷远处时,通常很难把它描绘得

更准确,若曲线在延伸向无穷远处时能逐渐靠近一条直线,则可以较好地描绘出这条曲线的

走向趋势,这样的直线就是曲线的渐近线.
定义2.5.5 若曲线C 上的动点P 沿着曲线无限地远离原点时,点P 与某一固定直线

L 的距离趋于零,则称直线L 为曲线C 的渐近线.
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并不是任何曲线都有渐近线;即使有渐近线,也有水平、铅直和斜渐近线之分.下面着重

讨论函数的图像何时有水平渐近线或铅直渐近线.
  1.

 

水平渐近线

定义2.5.6 对于函数y=f(x),若

lim
x→∞

f(x)=b(b为常数),

则称直线y=b为曲线y=f(x)的水平渐近线.

例如:因为lim
x→∞

1
x =0,所以直线y=0为曲线y=

1
x

的水平渐近线.

若 lim
x→-∞

f(x)=b或 lim
x→+∞

f(x)=b,则直线y=b也为曲线y=f(x)的水平渐近线,只

是这时的渐近线仅限于曲线y=f(x)在x→-∞ 的一侧或者x→+∞ 的一侧.比如因为

lim
x→-∞

arctanx=-
π
2
,lim
x→+∞

arctanx=
π
2
,所以直线y=±

π
2

均为曲线y=arctanx 的水平渐

近线.

●小●试●牛●刀
例2.5.24 求曲线y=

x3

2x 的水平渐近线.

解 因为 lim
x→+∞

x3

2x =lim
x→+∞

3x2

2xln2
=lim

x→+∞

6x
2xln22

=lim
x→+∞

6
2xln32

=0,所以直线y=0为其

水平渐近线.

●大●展●身●手
例2.5.25 求曲线y=xln1+

1
x2  的水平渐近线.

解 lim
x→∞

xln1+
1
x2  =limx→∞

ln1+
1
x2  
1
x

=lim
x→∞

1
x2

1
x

=lim
x→∞

1
x =0,所以直线y=0是曲线

y=xln1+
1
x2  的水平渐近线.

  2.
 

铅直渐近线

定义2.5.7 对于函数y=f(x),若

lim
x→a

f(x)=∞,

则称直线x=a 为曲线y=f(x)的铅直渐近线.

例如,因为lim
x→0

1
x =∞,所以直线x=0为曲线y=

1
x

的铅直渐近线.

若lim
x→a-

f(x)=∞
 

或lim
x→a+

f(x)=∞,则直线x=a为曲线y=f(x)的铅直渐近线.只是

这时的渐近线仅限于曲线y =f(x)在x <a 的一侧或者x >a 的一侧.比如因为

lim
x→0+
lnx=-∞,所以直线y=0为曲线y=lnx 的铅直渐近线.
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图2 15

●小●试●牛●刀
例2.5.26 求曲线y=

x+1
x-2

的水平和铅直渐近线.

解 因为
 

lim
x→2

x+1
x-2=

∞,所以直线x=2为曲线y=
x+1
x-2

的铅直渐近线.

又lim
x→∞

x+1
x-2=1,所以直线y=1为曲线y=

x+1
x-2

的水平

渐近线(如图2 15).

●大●展●身●手
例2.5.27 求曲线y=

x2-3x+2
2x-x2 的水平和铅直渐近线.

解 因为lim
x→∞

x2-3x+2
2x-x2 =lim

x→∞

2x-3
2-2x=lim

x→∞

2
-2=-1,

 

所以直线y=-1为其水平渐

近线.

又因为lim
x→0

x2-3x+2
2x-x2 =∞,x=0为其铅直渐近线.

  3.
 

函数图形的描绘

描绘函数y=f(x)的图形,其一般步骤如下:
第一步 确定函数的考察范围(通常是函数的定义域),并判断函数有无奇偶性与周期

性,确定作图范围;
第二步 求函数的一阶导数f'(x)和二阶导数f″(x),并找出f'(x)和f″(x)在考察

范围内全部零点及不存在的点,这些点将考察范围划分为若干个子区间;
第三步 通过f'(x)和f″(x)的符号,确定函数的单调性、凹凸性、极值点与拐点;
第四步 考察函数图形有无渐近线;
第五步 根据需要补充函数图形上的若干个关键点(如图形与坐标轴的交点等);
第六步 根据前面几步的结果作出函数图形.

●小●试●牛●刀
例2.5.28 描绘函数y=e-x2 的图像.
解 (1)

  

函数的定义域是I=(-∞,+∞),且为偶函数,即其图形关于y 轴对称,所以

只要先作出在 [0,+∞)范围内的图形,再作关于y 轴对称的图形,即可得全部图形.

(2)
 

计算一阶导数
 

y'=-2xe-x2,令y'=0,得x=0,没有一阶不可导的点.

计算二阶导数y″=2(2x2-1)e-x2,令y″=0,得x=
2
2 ∈

[0,+∞),没有二阶导数不

存在的点.

上述点将 [0,+∞)划分为 0,22
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁  和 2

2
,+∞  .
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  (3)
 

根据上述数据,列表如下:

x  0,22 2
2

2
2
,+∞  

y' - - -

y″ - 0 +

y
拐点

2
2
,e
e  

  (4)
 

因为
 

lim
x→+∞

e-x2 =0,所以函数图形有水平渐近线y=0.

(5)
 

补充关键点 (0,1),1,1e  .

(6)
 

作出函数在 [0,+∞)上的图形,并利用对称性,画出全部图形(如图2 16).

 图2 16

●大●展●身●手
例2.5.29 作函数f(x)=

cosx
2+sinx

的图形.

解 (1)
 

函数的定义域是 (-∞,+∞),它既不是奇函数,也不是偶函数,因此,图像既

不关于原点对称,也不关于y 轴对称.但因为对 ∀x ∈ (-∞,+∞),都有f(x+2π)=
f(x),所以该函数是周期为2π的周期函数.我们可以先研究该函数在一个周期 [0,2π]上

的性质,作出函数在该周期上的图形.

(2)
 

计算一阶导数:f'(x)=-
2sinx+1
(2+sinx)2

,令f'(x)=0,得 驻点:x1=
7π
6
,x2=

11π
6
,

无一阶不可导点.

计算二阶导数:f″(x)=
2cosx(1-sinx)
(2+sinx)3

,令f″(x)=0,得x3=
π
2
,x4=

3π
2
,无二阶

不可导的点.

上述点将 [0,2π]划分为 0,π2  ,π2,7π6  ,7π6,3π2  ,3π2,11π6  ,11π6 ,2π  .
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  (3)
 

根据上述数据,列表如下:

x 0,π2  π
2

π
2
,7π
6  7π

6
7π
6
,3π
2  3π

2
3π
2
,11π
6  

 

11π
6

11π
6
,2π  

y' - - - 0 + + + 0 -

y″ - 0 + + + 0 - - -

y
拐点

π
2
,0  

极小值

f
7π
6  =

-
3
3

拐点

3π
2
,0  

极大值

f
11π
6  

=
3
3

  (4)
 

无渐近线.

(5)
 

补充关键点:f(0)=
1
2
,f(2π)=

1
2.

(6)
 

作出函数在一个周期 [0,2π]上的图形,如图2 17所示.
再将其拓展到定义域 (-∞,+∞)上,得到图形如图2 18所示.

 图2 17
   

 图2 18

习题2.5

●小●试●牛●刀
1.

 

求下列各题极限.

(1)
 

lim
x→π2

+

lnx-
π
2  

tanx
; (2)

  

lim
x→a

xm -am

xn -an
(a≠0,m,n 为常数);

(3)
 

lim
x→0

ln(1-x)+x2

(1+x)m -1+x2
; (4)

  

lim
x→0

ax -bx

x
;

(5)
 

lim
x→0

2x -1
x

; (6)
  

lim
x→0

cosαx-cosβx
x2

(α·β≠0);

(7)
 

lim
x→+∞

lnx
x+2 x

; (8)
  

lim
x→0+

lntan5x
lntan3x.

2.
 

已知某函数f(x)的导数f'(x)的图形如图2 19所示,试据此写出此函数f(x)的
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单调区间与单调性,以及函数的极值点.

(1)
  

(2)
图2 19

3.
 

求一个三次多项式函数f(x)=ax3+bx2+cx+d,使它在x=-2时取得极大值

3,在x=1时取得极小值0.
4.

 

求下列函数的单调区间.

(1)
 

f(x)=x3-2x2+6; (2)
  

f(x)=
8
3x

3-lnx;

(3)
 

f(x)=x+ 1-x; (4)
  

f(x)=ln(x+ 1+x2).
5.

 

求下列函数的极值点与极值.

(1)
 

y=x-ln(1+x); (2)
 

y=2-(x2-1)
2
3;

(3)
 

f(x)=2ex +e-x; (4)
  

f(x)=arctanx-
1
2ln
(1+x2);

(5)
 

f(x)=x2e-x2.
6.

 

求下列函数的最大值和最小值.
(1)

 

y=2x+ x,x∈ [1,3]; (2)
 

y=x4-2x2+5,x∈ [-2,2];

(3)
 

y=arctan
1-x
1+x

,x∈ [0,1]; (4)
  

y= 4-3x,x∈ [-1,1].

7.
  

已知等腰三角形的周长为2l(l为常数),当该三角形的腰多长时其面积最大? 并求

其最大面积.
8.

  

一连锁服装店销售某种品牌的衬衫,当单价为350元时,可销售1080件;当价格每件

降低5元时,可多销售20件,求使该服装店获得最大收入的价格、销售量和最大收入.
9.

 

如图2 20,一个矩形内接于一个半径为r 的半圆中,求这样的矩形的面积的最

大值.

 图2 20

10.
 

在椭圆4x2+y2=4上求一个点,使它到点(1,0)的距离最远.
11.

 

某厂生产摄像机,年产量1000台,每台成本800元,每一季度每台摄像机的库存费

是成本的5%;工厂分批生产,每批生产准备费为5000元;市场对产品的需求一致,不许缺
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货,产品整批存入仓库.试确定经济批量及一年最小存货总费用.
12.

 

某药店常年经销某类药品,年销售量300箱,每箱进货价800元.如果考虑按平均库

存量占用资金,该资金每年应付贷款利率为7.5%.为了保证供应,要有计划地进货,假设销

售量是均匀的,每批进货量相同.已知每进一批货需要手续费50元,而库存费为每箱每年10
元.因此,库存总费用由三部分构成:进货费、库存费和货款利息.试问:

(1)
 

分别表示这三部分的费用;
(2)

 

求总费用C 与进货批量之间的函数关系;
(3)

 

经济批量是多少?

13.
 

某电子设备企业正常情况下可在一周内以单价450元卖出电子手环1000只.经过

市场调查该公司发现,当手环价格每降低10元,则每周内的销量将增加100只.
(1)

 

试将价格P 表示成销量q的函数;
(2)

 

当折扣达到多大时,该公司一周内手环的销售收入将达到最大?
(3)

 

假设该公司手环的每周成本函数为C(q)=68000+150q,则当折扣达到多大时,能
使公司的利润达到最大?

14.
  

证明方程x3+x-1=0有且有一个正实根.
15.

 

求下列各曲线的凹凸区间与拐点.

(1)
 

y=xlnx; (2)
  

y=x+
1
x
;

(3)
 

y=a-
3
x-b(a,b为常数); (4)

  

y=xe-x.
16.

 

求下列各曲线的渐近线.

(1)
 

y=
1

x2+x-2
; (2)

  

y=e
1
x;

(3)
 

y=
2x

x2-x-2
; (4)

  

y=xln1+
1
x  ;

(5)
 

y=
x3-x

x2-6x+5
; (6)

  

y=
3x2+2
1-x2 .

17.
 

研究下列各函数的性态并描绘其图形.

(1)
 

y=2x3-6x-2; (2)
  

y=
x

1+x2
;

(3)
 

y=x2+
1
x
; (4)

  

y=x+e-x.

●大●展●身●手
18.

 

求下列各题的极限.
(1)

 

lim
x→0+
lnx·ln(1+x); (2)

  

lim
x→0+

xsinx;

(3)
 

lim
x→0

esinx -sinx-1
xsinx

; (4)
  

lim
x→0

xsinx+2cosx-2
x2-x2cosx

;

(5)
 

lim
x→0

1
x -

1
ex -1  .
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19.
 

设函数f(x)=
ex -1

x
,当x→0时,f(x)-lim

x→0
f(x)是axk 的等价无穷小,求常

数a,k的值.

20.
 

已知 f(x)=
x+2 x≠0
0 x=0 ,g(x)=

x+1 x≠0
0 x=0 ,试证明:

lim
x→0

f'(x)
g'(x)=

1,lim
x→0

f(x)
g(x)=

2,并请解释此结论与洛必达法则是否矛盾? 为什么?

21.
  

证明方程elnx-x+e=0在区间 (0,+∞)内有且仅有两个实根.
22.

  

从一块半径为R 的圆铁皮上剪去一个扇形,将剩余的部分做成一个圆锥形漏斗,
 

当剪去的扇形的圆心角θ多大时,才能使所做成的漏斗容积最大?

23.
  

一渔船停泊在距海岸9km 处,假定海岸线是直线,今派人从船上送信给距船

3 34km处的海岸渔站,如果送信人步行速度为5km/h,船速为4km/h,问送信人应在何

处登岸再步行才可使到达渔站的时间最短?

24.
 

已知一等腰三角形内接于一个半径为r的圆中,求此等腰三角形面积的最大值.
25.

 

一圆柱体内接于一个高为h、底面半径为r 的圆锥体中,求此圆柱体的体积的最

大值.
26.

 

求证曲线y=xsinx 的所有拐点都在曲线y2(4+x2)=4x2 上.
27.

 

已知函数f(x)的图形如图2 21所示,试根据图形求下列极限:

 图2 21

(1)
 

lim
x→2

f(x); (2)
  

lim
x→-1-

f(x); (3)
  

lim
x→-1+

f(x);

(4)
 

lim
x→+∞

f(x); (5)
  

lim
x→-∞

f(x).

并写出此曲线的水平和铅直渐近线方程.
28.

 

已知一曲线有两条铅直渐近线x=1和x=3,有一条水平渐近线y=1,试写出满

足上述条件的一个函数的表达式.
29.

 

证明:一个三次多项式函数永远只有一个拐点.若此多项式函数的图形与x 轴有三

个不同的交点,它们的横坐标分布为x1,x2,x3,则拐点的横坐标一定为
x1+x2+x3

3 .

30.
 

证明下列不等式.

(1)
 

ln(1+x)-
arctanx
1+x ≥0,x∈ [0,+∞);

(2)
 

cosx-1+
x2

2 >0
,x∈ [0,+∞);

(3)
 

当x>0时,sinx+cosx>1+x-x2.
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第六节 导数在经济分析中的应用

应用案例

已知某商品的需求函数为Q=100-
1
4p

2,当p=10时,若价格上涨1%,需求如何变

化,变化的幅度大约是多大?
利用导数不仅可以解决经济领域中的某些最值问题,如最大利润、最小成本等等,还可

以分析经济函数的因变量相对于自变量的变化快慢问题,以及分析和解释一些经济现象,为
经营管理者做出合理的、科学的决策提供可靠的定量依据.下面介绍导数在经济分析中的两

种基本应用———边际分析和弹性分析.

  一、
 

边际及其经济意义

在经济学中,经常使用平均变化率和瞬时变化率的概念.平均变化率是指函数的增量与

自变量的增量之比,如年产量的平均变化率、成本的平均变化率、利润的平均变化率等.瞬时

变化率是指当自变量增量趋于零时平均变化率的极限,即函数对自变量的导数.

如果函数y=f(x)在点x0 处可导,则在 (x0,x0+Δx)内的平均变化率为Δy
Δx
,在点

x0 处的瞬时变化率为

lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =f'(x0).

在经济学中将其称为函数y=f(x)在点x0 处的边际函数值.
当自变量在点x0处增量为一个单位,即Δx=1时,因变量的增量为Δy x=x0

Δx=1

,当Δx 很

小时,由微分的应用可知Δy 的近似值为

Δy x=x0
Δx=1
≈dy|x=x0

Δx=1
=f'(x0).

这说明y=f(x)在点x0处,当自变量x 增加一个单位时,y 近似改变f'(x0)个单位.在经

济学中解释边际函数值的具体意义时常略去“近似”二字,于是有如下定义:
定义2.6.1 如果经济函数y=f(x)可导,则称导数f'(x)为f(x)的边际函数;函数

y=f(x)在x0 处的导数f'(x0)称为函数y=f(x)在x0 处的边际函数值,即当自变量x
在x0 处增加一个单位时,函数y=f(x)相应的改变量为f'(x0)个单位.

根据不同的经济函数,边际函数有不同的称呼,如边际成本、边际收益、边际利润、边际

产值、边际效用、边际需求、边际消费等.
利用导数研究经济变量的边际变化的方法,称为边际分析.
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  1.
 

边际成本

定义2.6.2 设某产品生产q个单位时,总成本为C(q),且C(q)为可导函数,则总成

本函数C(q)对生产量q的导数

C'(q)=lim
Δq→0

C(q+Δq)-C(q)
Δq

,

称为边际成本:记为MC.
边际成本的经济意义为:当生产量为q个单位时,再多生产一个单位的产品 (Δq=1),

总成本将近似增加MC 个单位(通常略去“近似”二字).
一般情况下,总成本分为固定成本C1 和可变成本C2(Q)两部分,即

C(Q)=C1+C2(Q),

而边际成本为 C'(Q)=C'2(Q),

由此可见,边际成本与固定成本无关.
  2.

 

边际收益

定义2.6.3 设销售某产品q个单位时总收入为R=R(q),且R(q)为可导函数,则总

收入函数R(q)对销售量q的导数

R'(q)=lim
Δq→0

R(q+Δq)-R(q)
Δq

,

称为边际收益,记为MR.
边际收入的经济意义为:当销售量为q 个单位时,再多销售一个单位的产品时,收入将

近似增加MR 个单位(通常略去“近似”二字).
  3.

 

边际利润

定义2.6.4 设销售某种产品q个单位时,总利润为L=L(q),且L(q)为可导函数,则
总利润函数L(q)对销售量q的导数

L'(q)=lim
Δq→0

L(q+Δq)-L(q)
Δq

,

称为边际利润,记为ML.
由于总利润等于总收入与总成本之差,即有

L(q)=R(q)-C(q),

因此

L'(q)=R'(q)-C'(q).

即边际利润等于边际收入与边际成本之差.
边际利润的经济意义为:当销售量为q 个单位时,再多销售一个单位的产品,总利润将

近似增加或减少ML 个单位(通常略去“近似”二字).
  4.

 

边际需求

定义2.6.5 设需求函数Q=Q(p),p 为价格,则需求量Q 对价格p 的导数Q'(p)称
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为边际需求.
边际需求的经济意义为:当价格为p 时,价格再增加一个单位,则需求量将增加或减少

大约Q'(p)个单位.

●小●试●牛●刀
例2.6.1 设某种产品的生产量为q时,总成本为

C(q)=1200+q2

20.

试求:
(1)

 

生产120个单位时的总成本、平均成本;
(2)

 

生产120个单位到130个单位的总成本的平均变化率;
(3)

 

生产120个单位时的边际成本,并解释其经济意义.
解(1)生产120个单位时的总成本为

C(120)=1200+
1202

20 =1920,

生产120个单位时的平均成本为

C
-
(120)=

1920
120=16.

(2)
 

生产120个单位到130个单位的总成本的平均变化率为

ΔC
ΔQ=

C(130)-C(120)
130-120 =

2045-1920
10 =12.5.

(3)
 

边际成本函数为

C'(q)=q
10
,

于是,生产120个单位时的边际成本为

C'(120)=
120
10=12.

其经济意义是:当生产量为120个单位时,再多生产一个单位的产品时,需增加总成本约12
个单位.

●大●展●身●手
例2.6.2 某企业每月生产q吨产品的总成本为C(q)=40+111q-7q2+

1
3q

3(万元),

总收益为R(q)=100q-q2(万元),试求:
(1)

 

利润函数与边际利润;
(2)

 

当产量q=10,11,12吨时的边际收益、边际成本和边际利润,并说明边际利润的经

济意义.
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解 (1)
 

总利润函数为

L(q)=R(q)-C(q)=-
1
3q

3+6q2-11q-40.

边际收益函数为:R'(q)=100-2q;
边际成本函数为:C'(q)=q2-14q+111;
边际利润函数为:L'(q)=-q2+12q-11.
(2)

 

当q=10吨时,R'(10)=80,C'(10)=71,L'(10)=9;
当q=11吨时,R'(11)=78,C'(11)=78,L'(11)=0;
当q=12吨时,R'(12)=76,C'(12)=87,L'(12)=-11.
因此,当产量为10吨时,边际收益为80万元,边际成本为71万元,边际利润为9万元;
当产量为11吨时,边际收益为78万元,边际成本为78万元,边际利润为0万元;
当产量为12吨时,边际收入为76万元,边际成本为87万元,边际利润为-11万元.
由此可知,当产量为10吨时,再多生产1吨,总利润将增加9万元;当产量为11吨时,

再增加产量,总利润将不会增加;当产量为12吨时,再多生产1吨,总利润将减少11万元.

  二、
 

弹性及其经济意义

  1.
 

弹性的概念

在经济分析中,不仅需要研究经济量的绝对变化情况,而且还要研究它们的相对变化情况.
例如,有甲、乙两种商品,甲商品的销售单价为20元,乙商品的销售单价为100元.如果

这两种商品的销售单价都上涨了10元,从价格的绝对变化量来看,它们是完全一致的.
但如果甲商品的上涨幅度为50%,而乙商品的上涨幅度为10%,人们对这两种商品涨

价的心理感受就是不一样的.显然甲商品的涨幅比乙商品的涨幅要大得多,对于甲商品的涨

价人们很难接受.究其原因,这就是相对变化量的问题.
上例所涉及的就是函数的相对变化量和相对变化率的问题.
定义2.6.6 设函数y=f(x),称Δy=f(x+Δx)-f(x)为函数在点x 处的绝对改

变量,Δx 为自变量在点x 处的绝对改变量,Δy
y

称为函数在点x 处的相对改变量,Δx
x

称为

自变量在点x 处的相对改变量.
定义2.6.7 设函数y=f(x)在点x0 处可导,y0=f(x0),如果极限

lim
Δx→0

Δy
y0

Δx
x0

存在,则称此极限为函数y=f(x)在点x0 处的相对变化率,也称为函数y=f(x)在点x0

处的弹性,记为Ey
Ex x=x0

.

由弹性的定义知

Ey
Ex x=x0

=lim
Δx→0

Δy/y0

Δx/x0
=
x0

y0
·lim
Δx→0

Δy
Δx=

x0

y0
f'(x0).

·711·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



 经 济 数 学

对于任意点x,若函数y=f(x)可导,且f(x)≠0,则有

Ey
Ex=lim

Δx→0

Δy/y
Δx/x=

x
y
·lim
Δx→0

Δy
Δx=

x
yf'(x),

称为函数y=f(x)的弹性函数,简称弹性.
函数y=f(x)在点x0 处的弹性就是弹性函数在点x0 处的函数值.

函数y=f(x)在点x处的弹性Ey
Ex

反映了在点x处,函数f(x)的相对变化量Δy
y

与自

变量x的相对变化量Δx
x

的比率.也就是说随着x的变化,函数f(x)的相对变化幅度大小,

即函数f(x)对x 变化的反应强烈程度或灵敏度.

在数值上Ey
Ex

表示函数f(x)在任意点x 处,当自变量发生1%的改变时,函数f(x)近

似地改变Ey
Ex %.

在应用问题中解释弹性的具体意义时,通常略去“近似”二字.

  2.
 

需求弹性

定义2.6.8 设某种商品的需求量为Q,价格为p,需求函数为Q=Q(p),Q(p)为可

导函数,则

lim
ΔP→0

ΔQ/Q
Δp/p =p

Q
·lim
Δp→0

ΔQ
Δp=p·Q'(p)

Q
,

称为该商品的需求价格弹性,简称需求弹性,记为Ep,即

Ep =p
Q
·Q'(p).

一般情况下,需求函数Q=Q(p)为递减函数,即价格升高,需求量会下降,因此,需求弹

性Ep 一般为负值.
由需求弹性的定义可得

Ep =p
Q
·dQ
dp=

dQ/Q
dp/p ≈

ΔQ/Q
Δp/p

,

于是

ΔQ
Q ≈Ep·

Δp
p

.

由此可知,需求价格弹性的经济意义为:当价格为p 时,若价格提高或降低1%,则需求

量将近似减少或增加|Ep|%(通常略去“近似”二字).因此,需求弹性Ep 反映了当价格p
发生变动时,需求量Q 的变动对价格变动的灵敏度.

需求弹性一般分为以下三类:
(1)

 

当Ep<-1时,称为高弹性(或富有弹性).当商品的价格变动1%时,需求量的变动

大于1%,此时,商品需求量的相对变化量大于价格的相对变化量,即价格的变动对需求量的

影响较大.
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(2)
 

当Ep =-1时,称为单位弹性.当商品的价格增加(减少)1%时,需求量相应地减少

(增加)1%,此时,商品需求量的相对变化量等于价格的相对变化量,即需求量与价格变动的

百分比相等.
(3)

 

当-1<Ep <0时,称为低弹性(或缺乏弹性).这时,当商品的价格变动1%时,需
求量的变动小于1%,此时,商品需求量的相对变化量小于价格的相对变化量,即价格的变动

对需求量的影响较小.
在商品经济中,商品经营者关心的是提价(Δp>0)或降价(Δp<0)对总收益的影响.

下面我们利用弹性的概念来分析需求弹性与总收益之间的关系.
设总收益为R=Q·p(Q 为销售量,p 为价格),当价格p 有微小变化(|Δp|很小)时,

ΔR ≈dR=d(pQ)=Qdp+pdQ= 1+pdQ
Qdp  Qdp,

即

ΔR ≈ (1+Ep)Qdp.

由Ep <0可知,Ep =-|Ep|,于是

ΔR ≈ (1-|Ep|)QdP ≈ (1-|Ep|)QΔP.

由此可知,当Ep <-1(高弹性)时,适当降低价格(Δp<0)会使需求量增加,从而使总

收益增加 (ΔR >0);提高价格 (Δp>0)会使总收益减少 (ΔR <0).因此,对于高弹性商

品可以采取薄利多销的经济策略.
当Ep =-1(单位弹性)时,无论提价还是降价,总收益的变化都近似于0(ΔR ≈0),即

无论提价还是降价对总收益都没有明显的影响.
当 -1<Ep <0(低弹性)时,适当提高价格(Δp>0)后,需求量不会有太大的下降,从

而可以增加总收益;降低价格 (Δp<0)会使总收益减少 (ΔR <0).

●小●试●牛●刀
例2.6.3 设某商品的需求函数为Q=12e

-p
3,求当p=6时的需求弹性并解释其经济

意义.

解 Ep =p
Q
·Q'= p

12e
-p
3

· -4e
-p
3  =-p

3.

当p=6时,Ep|p=6=-2.
经济意义为:当p=6时,需求量的变化幅度大于价格的变化幅度,即当p=6时,如果价

格上涨1%,则需求量将减少2%;如果价格下降1%,则需求量将增加2%.

现在我们来解决本节开始的【应用案例】:Ep=p
Q
·Q'=

p· -p
2  

100-
1
4p

2
= -2p2

400-p2
,当p=

10时,Ep = -200
400-100=-

2
3
,所以,当价格上涨1%时,需求量下降大约0.67%.
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●大●展●身●手
例2.6.4 某商品的需求函数为Q=80-p2(Q 为需求量,p 为价格).
(1)

 

求p=4时的边际需求,并说明其经济意义;
(2)

 

求p=4时的需求弹性,并说明其经济意义;
(3)

 

当p=4时,若价格p 上涨1%,总收益将变动多少? 是增加还是减少?
(4)

 

当p=6时,若价格p 上涨1%,总收益将变动多少? 是增加还是减少?
解 (1)

 

由Q=80-p2 可得Q'=-2p,p=4时的边际需求为

Q'(4)=-2×4=-8.

其经济意义是:当p=4时,价格上涨1个单位,总需求将下降8个单位.

(2)
 

Ep =p
Q
·Q'= p

80-p2·(-2p)=
-2p2

80-p2
,

Ep|p=4=-
2×42

80-42
=-0.5.

其经济意义是:当p=4时,若价格上涨1%,总需求将下降0.5%.
(3)

 

总收益应为需求量与价格的乘积,即

R(p)=(80-p2)p=80p-p3,

于是,边际收益为R'(p)=80-3p2,

R'(4)=80-3×42=32,

收益弹性为

ER
Ep =p

R
·R'(p)= p

80p-p3·(80-3p2)=
80-3p2

80-p2
,

ER
Ep p=4

=
80-3×42

80-42
=0.5.

因此,当p=4时,若价格上升1%,总收益将增加0.5%.

(4)
 ER
Ep p=6

=
80-3×62

80-62
≈-0.64.

因此,当p=6时,若价格上升1%,总收益将下降0.64%.
例2.6.4说明,边际和弹性都是研究经济函数变化率的问题.但是,边际是从绝对量变

化的角度去研究需求函数(或总收益函数)的变化率,表示价格增加一个单位,需求量(或总

收益)将增加或减少多少个绝对量;而弹性则是从相对量变化的角度去研究需求函数(或总

收益函数)的变化率(称为相对变化率),表示价格变动1%,需求量(或总收益)将变动

EQ
Ep
% 或ER

Ep
%  .另外,边际和弹性都是考虑在某一点时的瞬间变化情况,都是局部性的概

念,而不是对整个变化过程的研究.
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习题2.6

●小●试●牛●刀
1.

 

已知生产某产品q件的成本为C(q)=9000+40q+0.001q2(元),试求:
(1)

 

边际成本函数;
(2)

 

产量为1000件时的边际成本,并解释其经济意义;
(3)

 

产量为多少件时,平均成本最小?

2.
 

设某种产品的需求函数为Q=1000-100p(p 为价格),试求:
(1)

 

当需求量Q=300时的总收入和平均收入;
(2)

 

当需求量Q=300时的边际需求、边际收入,并说明其经济意义.
3.

 

设某产品的需求函数为P=80-0.1q,(P 为价格,q 为需求量),成本函数为C=
5000+20q(元).试求:

(1)
 

边际利润函数L'(q);
(2)

 

当q=150和q=400时的边际利润,并说明其经济意义;
(3)

 

需求量q为多少时,其利润最大?

4.
 

某种商品的需求量Q 与价格p 的关系为:Q=1600·
1
4  p

,试求:

(1)
 

需求弹性函数EQ
Ep
;

(2)
 

当价格p=10时的需求弹性,说明其经济意义.
5.

 

设某种商品的销售量Q 与价格p 的函数为:Q(p)=300p-2p2,分别求价格p=50
及p=120时,销售量对价格p 的弹性,并说明其经济意义.

6.
 

设商品的需求函数为Q=12-p
2
,试求:

(1)
 

需求弹性函数;
(2)

 

当p=6时的需求弹性;
(3)

 

在p=6时,若价格上涨1%,总收益增加还是减少? 将变化百分之几?

●大●展●身●手
7.

 

已知某个产品的成本函数为C(q)=0.5q2+20q+3200.其中:成本C(单位:千元),
产量q(单位:吨).求当产量为多少时,该产品的平均成本最小,并求出最小平均成本.
8.

 

某城市乘客对公交车票价需求的价格弹性为-0.6;票价1元时,日乘客量为55万

人.为降低车厢内的拥挤程度、提高乘客的舒适度,公交车公司计划提价后,净减少的日乘客

量控制在10万人,则新的票价应为多少?

9.
 

某商品代销,拟用降价的方法扩大销路,若该产品需求弹性在-2~-1.5之间,试问

当降价10%时,销售量能增加多少?
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本章结构图

趣味阅读(二)
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􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀦻 􀦻

􀦻􀦻

数学江湖———洛必达法则不是洛必达发现的

我们在本章学习了求极限的一种新方法———洛必达法则,它本应该是以发现者的

名字命名的,可是这个法则中提到的洛必达却并不是这个法则的发现者,这是怎么回事

呢? 下面我们来讲一讲其中的故事.
我们先来介绍一下洛必达先生.洛必达(1661-1704)出生在法国贵族家庭,他在军

队中当过军官,对数学非常痴迷,甚至到了废寝忘食的地步.可惜洛必达的数学才能,远

远不及他对数学的热情,无论他如何努力,始终无法在数学上有重大发现.
这个时候另一个重量级的人物登场了,他就是洛必达的老师———瑞士著名数学家
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􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
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􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀦻 􀦻

􀦻􀦻

约翰·伯努 利(1667—1748).除 了 洛 必 达 这 个 学 生 之 外,他 还 有 一 个 特 别 有 名 的 学

生———欧拉,欧拉可是十八世纪最有名的数学家.另外,约翰·伯努利的哥哥、约翰·伯

努利的三个儿子也都是赫赫有名的数学家,他们家祖孙三代甚至出了八个数学家,你说

神奇不神奇?
就在洛必达为自己在数学上不能有所成就而苦闷不已的时候,刚刚结婚且经济比

较拮据的约翰·伯努利来到了法国,洛必达就拜到约翰·伯努利的门下跟他学习,值得

一提的是洛必达为此所支付的薪酬是约翰·伯努利工资的两倍.当然洛必达也迫切地

想要搞出点名堂,那就必须仰仗他的老师了.于是,在1695年的一天,洛必达给他的老师

约翰·伯努利写了一封信,信中的内容大致为:“我希望你在才智上帮助我,我也在财富

上帮助你,我将每年给你300里弗尔,并外加200里弗尔作为给我辅导的额外报酬,我要

求你从现在起,定期给我一些你近期的研究成果和发现,但是你不能告诉其他任何人,
我还会不断地增加报酬.”因为洛必达确实有钱,而当时伯努利也正缺钱,他们之间达成

了一个君子协定:约翰·伯努利同意把自己在数学方面的发现寄给洛必达,洛必达可以

按照自己的愿望使用.
 

因此,约翰·伯努利就寄给洛必达一些近期的数学成果和发现,
洛必达法则正是其中之一.

洛必达法则的横空出世轰动了整个数学界,大家也纷纷地开始夸赞洛必达:洛必达

不只是自己深刻理解了当时已有的微积分的知识,他还愿意把这些成果公之于众.虽然

他的数学素养没有知名的数学家那么高,但他还是在短短的一生中出了两本著作:《无

穷小分析》和《论圆锥曲线的分析》.《无穷小分析》是第一本以印刷品形式出版的微积分

教科书,1696年在巴黎出版,这本著作在18世纪的大部分时间处于支配地位.
洛必达是个人品不错的人,他在《无穷小分析》的前言中,非常聪明地写道:“本书的

许多结果都得益于约翰·伯努利和莱布尼兹,如果他们需要来认领书中的任何结果,我

都不否认.”约翰·伯努利毕竟是收了人家重金的,哪还好意思去认领这些成果,只能眼

睁睁看着这些成果归在洛必达名下.可惜的是,在洛必达法则发表后不久,洛必达就因

病去世.就在这之后不久,约翰·伯努利才把当初洛必达写给自己的那封信公布出来,
企图认领那个重要的洛必达法则,可人们哪还会承认.不过现在学术界还是公认这个定

理是约翰·伯努利发现,但归属人是洛必达,毕竟洛必达才是第一发表人.
其实,数学史上还有好多类似的事情,定理名字中出现的数学家可能并不是该定理的

第一发现者.约翰·伯努利和泰勒之间还有泰勒级数是不是剽窃伯努利级数的争论,但是,
在这之前,格雷戈里很久之前就知道了一般的泰勒级数.麦克劳林级数是麦克劳林在《论流

数》里给出的,可惜他不知道,泰勒早在《正反增量法》里给出了更一般的泰勒级数.克莱姆

发布了用行列式解方程组的克莱姆法则,可他不知道的是,麦克劳林在《论代数》里早就给

出了这个结果,所以,如果以最早发现者命名的话,好多著名的数学定理都要改名.
当然,在当今社会,国家提出“大众创业,万众创新”,以此推动国家产业创新升级,

希望所有的科研人员踏实工作,埋头苦干,勇于创新,而不是投机取巧,甚至做出抄袭剽

窃别人成果的事情.如果那样做的话,必将受到道德的谴责、纪律法规的处罚,得不偿

失,自取其辱!
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单元测试二(基础题)

一、
 

选择题(每题2分,共20分)

1.
 

设函数f(x)在点x0 处的导数f'(x0)存在,则f'(x0)等于(  ).

A.
 

lim
Δx→0

f(x0+2Δx)-f(x0)
Δx

B.
 

lim
Δx→0

f(x0)-f(x0-2Δx)
2Δx

C.
 

lim
Δx→0

f(x0+2Δx)-f(x0-Δx)
Δx

D.
 

lim
Δx→0

f(x0-2Δx)-f(x0)
2Δx

2.
 

若函数f(x)在点x0 处不可导,那么曲线f(x)在点x0 处(  ).
A.

 

一定没有切线

B.
 

一定有切线

C.
 

一定有垂直于x 轴的切线

D.
 

不一定有切线

3.
 

函数f(x)在点x0 处连续是它在该点可导的(  ).
A.

 

充分非必要条件

B.
 

必要非充分条件

C.
 

充分必要条件

D.
 

既不是充分条件也不是必要条件

4.
 

下列运算正确的是(  ).
A.

 

f'(1)=[f(1)]'=0
B.

 

[cos(1-x)]'=sin(1-x)

C.
 

(ln 1-x2)'=
1
1-x2

(1-x2)'=
1

2(1-x2)

D.
 

[arctan(1-x)]'=
(1-x)'
1+x2 =-

1
1+x2

5.
 

下列等式成立的是(  ).

A.
 

d(esinx)=esinxd(sinx) B.
 

d(x)=
dx
x

C.
 

d[ln(1+x2)]=
dx
1+x2 D.

 

d(tan3x)=(sec23x)dx

6.
 

在定义域内为单调函数的是(  ).
A.

  

y=x-ln(1+x2) B.
 

y=x-ex

C.
 

y=x2+3x D.
 

y=sinx+cosx
7.

 

函数f(x)在x0 取得极大值,则必有(  ).
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A.
  

f'(x0)=0 B.
 

f'(x0)不存在

C.
 

f'(x0)=0,f″(x0)<0 D.
 

f'(x0)=0或f'(x0)不存在

8.
 

设函数f(x)在[1,2]上可导,f'(x)<0,则f(x)在(1,2)上(  ).
A.

  

至少有两个零点 B.
 

有且仅有一个零点

C.
 

没有零点 D.
 

零点个数不能确定

9.
 

设函数y=f(x)在x0 处有f'(x0)=0,在x1 处f'(x1)不存在,则(  ).
A.

 

x=x0 与x=x1 必定都是极值点

B.
 

只有x=x0 是极值点

C.
 

x=x0 与x=x1 至少有一个是极值点

D.
 

x0 与x1 都可能不是极值点

10.
 

下列求极限问题中能够使用洛必达法则的是(  ).

A.
  

lim
x→0

x2sin1x
sinx B.

 

lim
x→1

1-x
1-sinx

C.
 

lim
x→∞

x-sinx
xsinx D.

 

lim
x→+∞

x π2-arctanx 
二、

 

填空题(每空2分,共24分)

11.
  

设函数f(x)=
x2

arctanx x≠0

0 x=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,则f'(0)=    .

12.
  

已知函数y=x2,自变量x 由1变化到0.98,则Δy=    ,Δy 的近似值为

    .

13.
 

decosx
2

=ecosx
2
d(  )=(  )dx2=(  )dx.

14.
 

设y=e-x,则y(n)=          .
15.

 

函数y=ln(1+x2)的单调增区间是    ,单调减区间是       .
16.

 

f(x)=5x+cos3x 在 (-∞,+∞)内单调递    .
17.

 

y=x3-3x2+7的极大值点为    ,极大值为    .
三、

 

计算题(每题5分,共25分)

18.
 

已知
 

y=e2x(sinx+cosx)+e-5,求y'|x=0.

19.
 

已知
 

y=xarctanx-ln 1+x2,求dy.

20.
 

已知方程y2+2lny=x4 确定函数y=f(x),求dy
dx.

21.
 x=t3+t
y=2t+t2 ,求dy

dx.

22.
 

lim
x→0

ex

x -
1

ex -1  .

四、
 

证明题(本题6分)

23.
 

求证曲线xy=1(x>0,y>0)上任一点处的切线与两坐标轴所围成的三角形面积

为定值.
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五、
 

应用题(每题8分,共16分)

24.
 

一房地产公司有50套公寓要出租.当月租金定为1000元时全部租出去.当月租金

每增加50元时,就会多一套租不出去,而租出去的公寓每月需花费100元的维修费.试问房

租定为多少可获得最大收入?

25.
 

设生产q万台产品的成本为C(q)=1+
1
4q

2,收益为R(q)=3q,试求能使利润

达到最大的生产量.
六、

 

求单调区间、极值或最值(本题9分)

26.
 

求函数y=x4-8x2+2在区间[-1,3]上的最大、小值.

单元测试二(提升题)

一、
 

选择题(每题2分,共24分)

1.
 

设函数f(x)在点x=0处可导,则有(  ).

A.
  

lim
x→0

f(x)-f(-x)
x =f'(0) B.

 

lim
x→0

f(2x)-f(3x)
x =f'(0)

C.
 

lim
x→0

f(-x)-f(0)
x =f'(0) D.

 

lim
x→0

f(2x)-f(x)
x =f'(0)

2.
 

设f(x)=x(x-1)(x-2)…(x-100),则f'(0)等于(  ).
A.

 

-100 B.
 

0 C.
 

100 D.
 

100!

3.
 

函数y=|x|+1在x=0处(  ).
A.

 

无定义 B.
 

不连续

C.
 

可导 D.
 

连续但不可导

4.
 

若f(x)=
x2-1 0≤x≤1
ax+b 1<x≤2 ,在x=1处可导,则a,b的值为(  ).

A.
 

a=2,b=-2 B.
 

a=-2,b=2
C.

 

a=2,b=2 D.
 

a=-2,b=-2

5.
 

设函数f(x)=φ
1-x
1+x  ,其中φ(x)为可导函数,且φ'(1)=3,则f'(0)等于(  ).

A.
  

-6 B.
 

6 C.
 

-3 D.
 

3
6.

 

下列函数在指定区间上满足拉格朗日中值定理条件的是(  ).

A.
 

y=cotx,-
π
2
,π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 B.
 

y=
1
x2
,[0,1]

C.
 

y=
x2-1
x-1

,[0,2] D.
 

y=lnx,[1,e]

7.
 

下列说法正确的是(  ).
A.

 

函数的驻点一定是极值点 B.
 

函数的极值点一定是驻点

C.
 

函数的极大值必大于极小值 D.
 

极值点只能在定义区间的内部取得

8.
 

若函数f(x)在 [0,+∞)上可导,且f(0)<0,f'(x)>0,则方程f(x)=0在

[0,+∞)上(  ).
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第二章 一元函数微分学  

A.
 

有唯一的根 B.
 

至少有一个根

C.
 

没有根 D.
 

不能确定有根

9.
 

曲线y=
4x-1
(x-2)2

(  ).

A.
 

只有水平渐近线 B.
 

只有铅直渐近线

C.
 

没有渐近线 D.
 

既有水平渐近线又有铅直渐近线

10.
 

曲线y=(x-1)2(x-2)2 的拐点个数为(  ).
A.

 

0 B.
 

1 C.
 

2 D.
 

3
11.

 

设f(x)为连续函数,则f'(x0)=0是f(x)在点x0 处取得极值的(  ).
A.

 

充分条件 B.
 

必要条件

C.
 

充分必要条件 D.
 

非充分非必要条件

12.
 

曲线y=
x2-6x+8
x2+4x

的渐近线共有(  ).

A.
 

1条 B.
 

2条 C.
 

3条 D.
 

4条

二、
 

填空题(每空2分,共22分)

13.
 

若f(x)=
1-sinx
1+sinx

,则f'
π
2  =    .

14.
  

设y=x x(x>0),则y'=    .

15.
  

曲线
x=tet

y=1-et 在 (0,0)处的切线方程为    .

16.
  

设y=ln(x+1),若y(n)|x=0=2018!,则n=    .
17.

 

ln1.01的近似值为    .
18.

 

在曲线y=2x2-x+1上求一点P,使过此点的切线平行于连接曲线上的点

A(-1,4),B(3,16)所成的弦,则点P 的坐标是    .

19.
 

lim
x→0

ex +e-x -2
1-cosx =    .

20.
 

函数y=f(x)是x 的三次函数,其图形关于原点对称,且当x=
1
2

时,有极小值

-1,则f(x)=    .

21.
 

曲线y=e
1
x -1水平渐近线为    ,垂直渐近线为    .

22.
 

曲线y=3x4+4x3-6x2-12x 的凸区间为    .
三、

 

计算题(每题5分,共25分)

23.
 

已知y= 1+x2 +lncos(3x2+1)+e2
 

,求y'.
24.

 

设y=y(x)由方程ex -ey =sin(xy)确定,求y'|x=0 和dy.
25.

 

已知y=ln(1+2x),求y(n).

26.
 

求由方程
x=a(t-sint)

y=a(1-cost) 所确定的函数y=y(x)的二阶导数d
2y
dx2.

27.
 

lim
x→0

3x -2x

sin6x .
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四、
 

证明与解答题(每题10分,共20分)

28.
 

已知函数f(x)=ax4+bx3 在点x=3处取得极值-27,试求:

(1)
 

常数a,b的值;(2)
 

曲线y=f(x)的凹凸区间与拐点;(3)
 

曲线y=
1

f(x)
的渐

近线.

29.
 

证明:当0<x<2时,ex <
2+x
2-x.

五、
 

应用题(本题9分)

30.
 

已知某公司生产的某种电器的需求弹性在1.5~3.5之间,如果该公司计划在下一

年度内将价格降低10%,试问这种电器的销售量将会增加多少? 总收入将会增加多少?
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扫码可见本章教学资源

(含微课、自测题及课后参考答案)
第三章 一元函数积分学

  微积分是一种语言,它使我们能够描述和理解连续变化的现象.
———亨利·勒贝格

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀤂
􀦂 􀦂

􀦂􀦂

●数●学●故●事

在法国的一个葡萄园里,酿酒师皮埃尔遇到了一个难题:他的葡萄酒桶形状独特,
中间宽、两端窄,如何计算它的容量呢? 皮埃尔知道,如果能找到桶的横截面积随高度

的变化规律,就能解决这个问题.
他仔细观察了桶的形状,发现横截面积的变化可以用一个函数描述.于是,皮埃尔

想到:如果能找到一个函数,它的变化率正好是横截面积,那么这个函数就能表示桶在

不同高度处的累积体积.这就是不定积分的思想———通过已知的变化率,找到累积量

的函数.
接下来,皮埃尔进一步思考:如果知道了体积函数,如何计算整个桶的总容量呢?

他意识到,只需要计算体积函数在桶的高度范围内的变化量即可.这就是定积分的应

用———通过累积量的函数,求出总量.
通过这种方法,皮埃尔成功计算出了葡萄酒桶的容量,解决了他的难题.这说明,

积分不仅是一种数学工具,更是理解变化与累积关系的钥匙.
 

积分是微积分学的另一个重要概念,在科学技术和经济管理等领域有着广泛的应用.一
元函数积分学包括不定积分和定积分两个部分.不定积分主要解决已知某个函数的导数(或
微分)求这个函数的问题,是求导数(或微分)的逆运算,定积分则主要解决求平面图形的面

积、立体的体积、变速直线运动的路程和经济函数的总量等问题.本章将从导数(或微分)的
逆运算入手,介绍不定积分的概念、性质和计算方法.在研究曲边梯形的面积、非均匀变化的

收益总量等问题的基础上,介绍定积分的概念、性质和计算方法,不定积分与定积分的关系

及定积分在几何问题和经济问题中的应用.

学习目标

1.
 

理解原函数、不定积分和定积分的概念,掌握不定积分和定积分的性质.
2.

 

熟练掌握不定积分的基本积分公式和直接积分法、换元积分法、分部积分法.
3.

 

理解积分上限函数,掌握其求导方法.熟练掌握牛顿 莱布尼茨公式.
4.

 

掌握定积分的换元积分法和分部积分法.
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5.
 

了解反常积分及其敛散性的概念,会计算无穷限反常积分.
6.

 

熟练掌握用定积分表达和计算平面图形的面积的方法.
7.

 

能解决由边际函数求出总需求、总成本、总利润等经济应用问题.
8.

 

能理解积分与微分之间的互逆关系,提升辩证思维能力.

第一节 不定积分的概念与性质

微分学主要研究求已知函数的导数(或微分)的问题,但是,在科学技术和经济问题中,
经常需要解决与求导数(或微分)相反的问题.

应用案例

新型智能手表以其多功能集成和健康监测能力,成为现代人生活中不可或缺的智能助

手,不仅提升了生活效率,还推动了健康管理理念的普及.一家电子产品制造公司正在对智

能手表进行市场调研,已知该产品的边际收益函数为100-2q(元/千块),其中q 表示生产

的智能手表数量,且当产量为0时,总收益为0元.求产品的总收益函数.
设总收益函数为R(q),由导数的经济意义可知,边际收益R'(q)=100-2q,那么该问

题的实质就是导数的逆运算问题.

  一、
 

原函数与不定积分

  1.
 

原函数的概念

定义3.1.1 设f(x)是定义在区间I 内的已知函数,若存在函数F(x),使得对任意

的x∈I,都有

F'(x)=f(x)或dF(x)=f(x)dx,

则称函数F(x)为f(x)在区间I上的一个原函数.

例如,因为在(-∞,+∞)内有 1
3x

3+1  '=x2,所以 1
3x

3+1是x2在(-∞,+∞)

上的一个原函数.
又如,因为在 (-∞,+∞)内有(sinx)'=cosx,所以sinx是cosx 在(-∞,+∞)上

的一个原函数.

再如,因为在 (-1,1)内有(arcsinx)'=
1
1-x2

,所以arcsinx是 1
1-x2

在(-1,1)

上的一个原函数.
定理3.1.1(原函数存在定理) 如果函数f(x)在区间I 上连续,那么f(x)在区间I

上一定有原函数,即存在区间I 上的可导函数F(x),使得对任意的x ∈I,有F'(x)=
f(x).
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小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由定理3.1.1可知,由于初等函数在其定义区间上都是连续的,所以初等函数在其定义

区间上都有原函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

定理3.1.2 如果函数F(x)是函数f(x)在区间I上的一个原函数,则F(x)+C 也

是f(x)的原函数 (C 为任意常数),且f(x)在该区间I上的任意原函数与F(x)只相差一

个常数.
证明 若F(x)是f(x)在区间I 上的原函数,则对 任意的x ∈I,都有F'(x)=

f(x),从而对任意的常数C,显然也有 [F(x)+C]'=f(x),即对任意的常数C,F(x)+
C(C 为任意常数)也为f(x)的原函数.

设G(x)是f(x)在I上的另一原函数,则对任意的x∈I,都有

[G(x)-F(x)]'=G'(x)-F'(x)=f(x)-f(x)=0,

由推论2.4.1可知,G(x)-F(x)在区间I上恒为常数,即

G(x)-F(x)=C0(C0 为某个常数).

这表明G(x)与F(x)只相差一个常数.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

f(x)在该区间I上的所有原函数都可以表示成F(x)+C(C 为任意常数)的形式.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

不定积分的概念

定义3.1.2 设F(x)为f(x)在区间I上的一个原函数,那么f(x)在区间I 上的所

有原函数F(x)+C(C 为任意常数)称为f(x)在区间I上的不定积分,记作∫f(x)dx,即

∫f(x)dx=F(x)+C.

其中符号∫称为积分号,f(x)称为被积函数,f(x)dx 称为被积表达式,x 称为积分变量,

C 称为积分常数.

●小●试●牛●刀
例3.1.1 求下列不定积分.

(1)
 

∫exdx; (2)
 

∫sinxdx;
(3)∫3x2dx; (4)∫dx

1+x2.

解 (1)
 

因为 (ex)'=ex,即ex 是ex 的一个原函数,所以

∫exdx=ex +C.
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(2)
 

因为 (-cosx)'=sinx,即-cosx 是sinx 的一个原函数,所以

∫sinxdx=-cosx+C.

(3)
 

因为 (x3)'=3x2,即x3 是3x2 的一个原函数,所以

∫3x2dx=x3+C.

(4)
 

因为 (arctanx)'=
1

1+x2
,即arctanx 是 1

1+x2 的一个原函数,所以

∫ 1
1+x2dx=arctanx+C.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由定义3.1.2可知,要求一个函数的不定积分,只要求出它的一个原函数,再加上任意

常数C 即可.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.1.2 求【应用案例】中智能手表的总收益函数.
解 设总收益函数为R(q),那么边际收益函数为R'(q)=100-2q.
因为 (100q-q2)'=100-2q,即100q-q2 是100-2q的一个原函数,所以

R(q)=∫(100-2q)dq=100q-q2+C.

由R(0)=0,得C=0.
于是所求总收益函数为R(q)=100q-q2.

●大●展●身●手
例3.1.3 证明:不定积分∫1xdx=ln|x|+C.

解 被积函数f(x)=
1
x

的定义域为 {x|x≠0}.

当x>0时,(lnx)'=
1
x
;而当x<0时,[ln(-x)]'=

1
-x
(-1)=

1
x
,所以

∫1xdx=ln|x|+C(C 为任意常数).

  二、
 

不定积分的性质

性质3.1.1 求原函数(或不定积分)的运算与求导数(或微分)的运算是互逆的,即

∫f(x)dx  '=f(x) 或 d∫f(x)dx=f(x)dx.
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第三章 一元函数积分学  

∫f'(x)dx=f(x)+C  或 ∫df(x)=f(x)+C.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

对一个函数先积分再求导数,结果是两者的作用相互抵消;若先求导数再积分,则两者

的作用也相互抵消,但结果要相差一个积分常数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例3.1.4 (1)

 

已知f(x)=exarctanx,
 

求∫f'(x)dx 和∫f(x)dx  '.

(2)
 

已知arctanx 是f(x)的一个原函数,求f(x)和∫f(x)dx,∫f'(x)dx.

解 (1)∫f'(x)dx=f(x)+C=exarctanx+C.

∫f(x)dx  '=f(x)=exarctanx.

(2)
 

因为arctanx 是f(x)的一个原函数,所以

f(x)=(arctanx)'=
1

1+x2

 

,∫f(x)dx=arctanx+C,

∫f'(x)dx=f(x)+C=
1

1+x2+C.

  三、
 

不定积分的几何意义

 图3 1

在直角坐标系xOy 中,f(x)的任意一个原函数F(x)的

图形称为f(x)的一条积分曲线,其方程是y=F(x),则f(x)

的不定积分∫f(x)dx=F(x)+C 表示一函数族.函数族的图

形称为f(x)的积分曲线族
 

(如图3 1所示).
积分曲线族中的任意一条曲线都可以由曲线y=F(x)沿

y 轴平移一段C 得到,因此,所有积分曲线是彼此平行的.也就

是说,在积分曲线族上横坐标相同的点x 处作切线,这些切线

都是彼此平行的,其斜率都是f(x),即有

[F(x)+C]'=F'(x)=f(x).

因此,不定积分∫f(x)dx 在几何上表示f(x)的积分曲线族.这族曲线的特点是在横坐

标相同点处,它们的切线有相同的斜率f(x),因此,它们是彼此平行的.

  四、
 

基本积分公式

由定义3.1.2可知求不定积分是求导数(或微分)的逆运算,因此,根据基本初等函数的
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导数公式可以直接得到相应的基本积分公式如表3 1所示.

表3 1

基本初等函数的导数公式 基本积分公式

(1)
 

(kx)'=k(k为常数) (1)
 

∫kdx =kx+C(k为常数)

(2)
 

(xα)'=αxα-1 (2)
 

∫xαdx =
1

α+1
xα+1+C(α≠-1)

(3)
 

(lnx)'=
1
x

(3)
 

∫1xdx =ln|x|+C

(4)
 

(ex)'=ex (4)
 

∫exdx =ex +C

(5)
 

(ax)'=axlna (5)
 

∫axdx =
ax

lna+C(a>0且a≠1)

(6)
 

(cosx)'= -sinx (6)
 

∫sinxdx = -cosx+C

(7)
 

(sinx)'=cosx (7)
 

∫cosxdx =sinx+C

(8)
 

(tanx)'=sec2x =
1

cos2x
(8)

 

∫sec2xdx =∫ 1
cos2x

dx =tanx+C

(9)
 

(cotx)'= -csc2x (9)
 

∫ 1
sin2x

dx =∫csc2xdx = -cotx+C

(10)
 

(secx)'=secxtanx (10)
 

∫secx·tanxdx =secx+C

(11)
 

(cscx)'= -cscxcotx (11)
 

∫cscx·cotxdx = -cscx+C

(12)
 

(arcsinx)'= (-arccosx)'=
1
1-x2

(12)
 

∫ 1
1-x2

dx =arcsinx+C = -arccosx+C

(13)
 

(arctanx)'= (-arccotx)'=
1

1+x2
(13)

 

∫ 1
1+x2dx =arctanx+C = -arccotx+C

  以上基本积分公式是求不定积分的基础,必须熟记、会用.对于基本积分公式(2)有以下

几种特殊情形,在以后会经常用到,有必要单独记忆.

当α=-
1
2

时,∫1
x
dx=2 x +C;当α=-2时,∫1x2dx=-

1
x +C.
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习题3.1

●小●试●牛●刀
1.

  

(1)
 

证明f1(x)=arctanx;f2(x)=arctanx+C(C 为常数);f3(x)=-arccotx都

是函数 1
1+x2 的原函数.

(2)
 

证明f1(x)=lnx;f2(x)=ln(ax)(a>0为常数);f3(x)=lnx+C(C 为常数)
 

都是同一个函数的原函数.
2.

 

在下列括号和横线上填入适当的函数.

(1)
 

因为 ( )'=1,所以∫1dx=     ;
(2)

 

因为 ( )'=cosx,所以∫cosxdx=     .
3.

 

设F(x)为f(x)的一个原函数,且f(x)可导,则下列等式正确的是(  ).

A.
 

∫dF(x)=f(x)+C B.
 

∫df(x)=F(x)+C

C.
 

∫F(x)dx=f(x)+C D.
 

∫f(x)dx=F(x)+C

4.
 

求下列函数的不定积分.

(1)
 

∫sinxdx; (2)∫2xdx;

(3)
 

∫5x4dx; (4)∫xdx;

(5)
 

∫1
2 x

dx; (6)
 

∫ 1
cos2x

dx.

5.
  

下列括号上填入适当的函数.

(1)
 

(∫sin2xdx)'=     ; (2)
   

d(∫cosxdx)=
 

     ;

(3)
 

∫(sin2x)'dx=     ; (4)
   

∫dcosx=    .

6.判断下列等式是否正确,若错误,则说明理由:

(1)
 d
dx
(∫f(x)dx)=f(x).(  ) (2)

  

∫g'(x)dx=g(x).(  )

(3)
 

d(∫g(x)dx)=g(x).(  ) (4)
  

∫dcosx=sinx+C.(  )

7.
 

已知生产某产品q单位 时的边际收益为25-2q(元/单位),且产品产量为0时,总
收益为0元,求总收益函数.
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●大●展●身●手
8.

 

已知∫f(x)dx=
1
2x

4-x2+C,则f(x)=(  ).

A.
 

2x3-2x B.
 

2x3-2x+C C.
 

x3-x D.
 

x4-2x

9.
 

若f(x)的一个原函数为cosx,则∫f'(x)dx=(  ).

10.
 

若f(x)的一个原函数为sin2x,则f'(x)=(  ).

A.
 

2cos2x B.
 

-
1
2cos2x C.

 

-2sin2x D.
 

-4sin2x

11.
 

假设某产品的边际收益函数为 R'(q)=9-q (万元/万台),边际成本函数为

C'(q)=4+q
4
(万元/万台),其中产量q以万台为单位.已知固定成本为1万元,求总成本函

数C(q)和利润函数L(q).

第二节 不定积分的计算

应用案例

某环保科技公司研发了一款新型可降解环保袋,旨在替代传统塑料制品以减少环境污

染.在生产过程中,公司需要精确核算生产成本以制定合理的市场定价策略.已知该环保袋

的边际成本函数为C'(q)=5e0.2q (其中q为产品数量,单位:千个),固定成本C(0)=90,求

该环保袋的总成本函数C(q).
为了解决该问题,我们介绍直接积分法.

  一、
 

直接积分法

不定积分的基本运算法则:
法则3.2.1 设函数f(x)及g(x)的原函数存在,则

∫[f(x)±g(x)]dx=∫f(x)dx±∫g(x)dx.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

法则3.2.1可推广到有限多个函数的情形,即

∫[f1(x)±f2(x)±…±fn(x)]dx=∫f1(x)dx±∫f2(x)dx±…±∫fn(x)dx.

法则3.2.1亦称为分项积分法.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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法则3.2.2 设函数f(x)的原函数存在,k为非零常数,则

∫kf(x)dx=k∫f(x)dx.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由法则3.2.1和法则3.2.2,得:

∫[k1f(x)+k2g(x)]dx=k1∫f(x)dx+k2∫g(x)dx,k1,k2 不同时为0.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

利用基本积分公式和基本运算法则计算积分的方法称为直接积分法.

●小●试●牛●刀
例3.2.1 求下列不定积分.

(1)
 

∫2x -x2+2sinx-
3
x  dx; (2) 

∫x(x2-5)dx; (3)
 

∫x+ x -
3
x

4
x

dx.

解 (1)
 

 ∫2x -x2+2sinx-
3
x  dx

=∫2xdx-∫x2dx+2∫sinxdx-3∫1xdx
=
2x

ln2+C1-
1
3x

3+C2  +2(-cosx+C3)-3(ln|x|+C4)

=
2x

ln2-
1
3x

3-2cosx-3ln|x|+(C1-C2+2C3-3C4)

=
2x

ln2-
1
3x

3-2cosx-3ln|x|+C.

(2)
 

∫x(x2-5)dx=∫(x·x2-5 x)dx

=∫x
5
2dx-5∫x

1
2dx

=
2
7x

3 x -
10
3x x +C.

(3)
 

∫x+ x -
3
x

4
x

dx=∫x
3
4 +x

1
4 -x

1
12  dx=

4
7x

7
4 +

4
5x

5
4 -
12
13x

13
12+C.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

在分项积分时,不必每一个积分结果都要“+C”,只需在最后加上一个C 即可.
(2)

 

经常需要将被积函数的乘积形式转化为代数和的形式,以便适用直接积分法.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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 经 济 数 学

  例3.2.2 求不定积分∫ 1
1-sin2x

dx.

解 ∫ 1
1-sin2x

dx=∫ 1
cos2x

dx=∫sec2xdx=tanx+C.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

有时需要对被积函数进行适当的恒等变形,以便适用基本积分公式.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●大●展●身●手
例3.2.3 求下列不定积分.

(1)
 

∫x4

1+x2dx. (2)∫1+2x2

x2(1+x2)dx. (3)∫tan2xdx. (4)∫ 1
sin2xcos2x

dx.

解 (1)
 

∫x4

1+x2
dx=∫

(x4-1)+1
1+x2

dx=∫x2-1+
1

1+x2  dx=
1
3x

3-x+arctanx+C.

(2)
 

∫1+2x2

x2(1+x2)dx=∫
(1+x2)+x2

x2(1+x2)
dx=∫1

x2
+

1
1+x2  dx= -

1
x +arctanx+C.

(3)
 

∫tan2xdx=∫(sec2x-1)dx=tanx-x+C.

(4)
 

∫ 1
sin2xcos2x

dx=∫sin
2x+cos2x
sin2xcos2x

dx=∫ 1
cos2x

+
1
sin2x  dx

=∫(sec2x+csc2x)dx=tanx-cotx+C.

  二、
 

第一换元积分法

利用直接积分法所能求出的不定积分是非常有限的,比如∫cos2xdx,∫xex2dx 等,都不

能用直接积分法求出.因此,我们需要进一步掌握其他的积分法.

定理3.2.1(第一换元积分法) 若∫f(u)du=F(u)+C,且函数u=φ(x)可导,则有

∫f[φ(x)]dφ(x)=F[φ(x)]+C. (3 1)

证明 由微分定义知dφ(x)=φ'(x)dx.

(3 1)式左端可化为∫f[φ(x)]dφ(x)=∫f[φ(x)]φ'(x)dx. (3 2)

由复合函数求导公式,有

[F(φ(x)]'=F'u(u)·u'x(x)
 

=f(u)·φ'(x)
 

=f[φ(x)]·φ'(x),

所以
 

∫f[φ(x)]dφ(x)=F[φ(x)]+C.

事实上,在用该定理解决问题的过程中往往首先将问题转化为(3 1)左端的形式,然后
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第三章 一元函数积分学  

再用定理.
即

∫f[φ(x)]φ'(x)dx=∫f[φ(x)]dφ(x)=F[φ(x)]+C.

这就涉及将φ'(x)dx 表示成dφ(x)的形式,这就是所谓的凑微分,所以第一换元积分法又

称为凑微分法.
利用凑微分法求不定积分的步骤可用如下式子表示

∫f[φ(x)]φ'(x)dx (1)凑微分∫f[φ(x)]dφ(x)(2)换元φ(x)=u∫f(u)du
(3)求出积分F(u)+C (4)回代变量u=φ(x)F[φ(x)]+C.

例如 ∫2cos2xdx=∫cos2x·2dx=∫cos2xd(2x)=∫cosudu
=sinu+C=sin2x+C.

一般基本积分公式和运算比较熟练后,可以不必写出(2)(3)两步替换过程.例如上例解

题过程可以写为∫2cos2xdx=∫cos2x·2dx=∫cos2xd(2x)=sin2x+C.

下面以几个常见的凑微分公式为例,介绍如何用凑微分法求解不定积分.

  1.
 

dx=
1
kd(kx+b)(k≠0)

●小●试●牛●刀
例3.2.4 求下列不定积分.

(1)
 

∫cos(3x+5)dx; (2)
 

∫ 1
3+2x

dx; (3)
 

∫3x-1dx.

解 (1)
 

∫cos(3x+5)dx=∫cos(3x+5)·
1
3d
(3x+5)=

1
3∫cos(3x+5)d(3x+5)

=
1
3sin

(3x+5)+C.

(2)
 

∫ 1
3+2x

dx=∫ 1
3+2x

·1
2d
(3+2x)=

1
2∫ 1
3+2x

d(3+2x)=
1
2ln|3+2x|+C.

(3)
 

∫3x-1dx=∫3x-1·
1
3d
(3x-1)=

1
3∫(3x-1)

1
2d(3x-1)

=
1
3
·2
3
(3x-1)

3
2 +C=

2
9
(3x-1)

3
2 +C.

●大●展●身●手
例3.2.5 求下列不定积分.

(1)
 

∫cos2xdx; (2)∫ 1
a2-x2

dx(a>0); (3)∫ 1
a2+x2dx; (4)∫ 1

x2-a2dx.
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 经 济 数 学

解 (1)
 

∫cos2xdx=∫1+cos2x
2 dx=

1
2
(∫1dx+∫cos2xdx)=x

2+
sin2x
4 +C.

(2)
 

∫ 1
a2-x2

dx=
1
a∫ 1

1-
x
a  

2
dx=∫ 1

1-
x
a  

2
dx

a  =arcsinx
a +C.

(3)
 

∫ 1
a2+x2dx=

1
a2∫ 1

1+
x
a  

2dx=
1
a∫ 1

1+
x
a  

2d
x
a  

=
1
aarctan

x
a +C.

(4)
 

∫ dx
x2-a2=

1
2a∫ 1

x-a-
1

x+a  dx
=
1
2a∫ 1

x-ad
(x-a)-∫ 1

x+ad
(x+a)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
1
2aln

x-a
x+a +C.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.2.5(2)(3)(4)中的不定积分亦可在表3 1中查询.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.2.6 求【应用案例】中环保袋的总成本函数.
解 因为C'(q)=5e0.2q,所以

C(q)=∫C'(q)dq=∫5e0.2qdq=25∫e0.2qd(0.2q)=25e0.2q +C.

又C(0)=90,所以C=65.
于是所求总成本函数是C(q)=25e0.2q +65(q≥0).

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由dx=
1
kd

(kx+b)可以推广为dφ(x)=
1
kd

[kφ(x)+b](k≠0).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

xαdx=
1

α+1d
(xα+1+C)(α≠-1)

●小●试●牛●刀
例3.2.7 求下列不定积分.

(1)
 

∫xex2dx;(2)∫x2

4+x3dx;(3)∫e
x-2

x
dx;(4)∫1x2cos

1
xdx.

解 (1)
  

∫xex2dx=
1
2∫ex

2
dx2=

1
2e

x2 +C.
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第三章 一元函数积分学  

(2)
 

∫x2

4+x3dx=
1
3∫ 1
4+x3d(4+x3)=

1
3ln|4+x3|+C.

(3)
 

∫e
x-2

x
dx=∫ex-2·2d(x -2)=2∫ex-2d(x -2)=2ex-2+C.

(4)
  

∫1x2cos
1
xdx=-∫cos1xd 1x  =-sin

1
x +C.

●大●展●身●手
例3.2.8 求下列不定积分.

(1)
 

∫ x2

(1+2x3)2dx
; (2)

 

∫cos
(3 x +5)

x
dx.

解 (1)
  

∫ x2

(1+2x3)2dx=
1
3∫ 1
(1+2x3)2d

(x3)

=
1
6∫ 1
(1+2x3)2d

(1+2x3)

=-
1

6(1+2x3)+C.

(2)
  

∫cos
(3 x +5)

x
dx=2∫cos(3 x +5)d x

=2·
1
3∫cos(3 x +5)d(3 x +5)

=
2
3sin

(3 x +5)+C.

  3.
  1
xdx=d(lnx+C),exdx=d(ex+C)

●小●试●牛●刀
例3.2.9 求下列不定积分.

(1)
 

∫1+lnx
x dx; (2)

 

∫ ex

1+e2x
dx.

解 (1)
  

∫1+lnx
x dx=∫1+lnx·

1
xdx=∫1+lnxd(1+lnx)

=∫(1+lnx)
1
2d(1+lnx)=

2
3
(1+lnx)

3
2 +C.

(2)
  

∫ ex

1+e2x
dx=∫ 1

1+(ex)2
d(ex)=arctanex +C.

●大●展●身●手
例3.2.10 求不定积分∫ 1

x(1+2lnx)
dx.

解 ∫ 1
x(1+2lnx)

dx=∫ 1
1+2lnx

dlnx
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 经 济 数 学

=
1
2∫ 1
1+2lnx

d(1+2lnx)=
1
2ln|1+2lnx|+C.

  4.
 

cosxdx=d(sinx+C),sinxdx=-d(cosx+C)

●小●试●牛●刀
例3.2.11 求下列不定积分.

(1)
 

∫sin2x·cosxdx; (2)
 

∫tanxdx.

解 (1)
 

∫sin2x·cosxdx=∫sin2xdsinx=
1
3sin

3x+C.

(2)
 

∫tanxdx=∫sinxcosxdx=∫ 1
cosx

·sinxdx

=-∫ 1
cosxd

(cosx)=-ln|cosx|+C.

●大●展●身●手
例3.2.12 求下列不定积分.

(1)
 

∫secxdx;
 

(2)
  

∫sin3xdx;(3)
 

∫sin4xdx;(4)
 

∫sin2xcos5xdx.

解 (1)
  

方法一

∫secxdx=∫ 1
cosxdx=∫cosxcos2x

dx=∫dsinx
1-sin2x

=
1
2∫ 1
1-sinx+

1
1+sinx  dsinx=

1
2ln

1+sinx
1-sinx +C.

方法二

∫secxdx=∫secx·secx+tanx
secx+tanx

dx=∫
(secx+tanx)'
secx+tanx

dx

=∫ 1
secx+tanx

d(secx+tanx)=ln|secx+tanx|+C.

类似可得到以下两个积分公式:

∫cotxdx=ln|sinx|+C,∫cscxdx=-ln|cscx+cotx|+C.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

方法一和方法二的答案形式是可以互相转化的,利用三角函数恒等式,可将它们统一

起来.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

∫f'(x)
f(x)dx=ln|f(x)|+C.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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第三章 一元函数积分学  

(2)
 

∫sin3xdx=-∫sin2xdcosx=∫(cos2x-1)dcosx=
1
3cos

3x-cosx+C.

(3)
 

∫sin4xdx=∫1-cos2x
2 )2dx=

1
4
(∫1dx-∫2cos2xdx+∫1+cos4x

2 dx)

=
1
4
(x-sin2x+

1
2x+

1
8sin4x

)+C

=
3
8x-

1
4sin2x+

1
32sin4x+C.

(4)
 

∫sin2xcos5xdx=∫sin2xcos4xcosxdx=∫sin2x(1-sin2x)2d(sinx)

=∫(sin2x-2sin4x+sin6x)d(sinx)

=
1
3sin

3x-
2
5sin

5x+
1
7sin

7x+C.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

通过上述的例题,可以归纳出求形如∫sinnxcosmxdx 的积分的一般方法:

(1)
 

当n,m 中有一个是奇数,可以拆开奇次项去凑微分;
(2)

 

当n,m 均为偶数,先用倍角公式降次,再凑微分.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  5.
 

有关反三角函数的凑微分

●小●试●牛●刀
例3.2.13 求下列不定积分.

(1)
 

∫arcsinx1-x2
dx; (2)

 

∫ 1
(arcsinx)2 1-x2

dx; 
 

(3)∫10
arctanx

1+x2dx.

解 (1)
  

∫arcsinx1-x2
dx=∫arcsinxd(arcsinx)=12(arcsinx)2+C.

(2)
 

∫ 1
(arcsinx)2 1-x2

dx=∫ 1
(arcsinx)2

d(arcsinx)=-
1

arcsinx+C.

(3)
 

∫10
arctanx

1+x2dx=∫10arctanxd(arctanx)=10
arctanx

ln10 +C.

  三、
 

第二换元积分法

定理3.2.2(第二换元法) 设x=ψ(t)单调、可导,且ψ'(t)≠0,又

∫f[ψ(t)]·ψ'(t)dt=G(t)+C,则有换元公式

∫f(x)dx=∫f[ψ(t)]dψ(t)=∫f[ψ(t)]ψ'(t)dt=G(t)+C=G[ψ-1(x)]+C.

(3 3)
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证明从略.

第一换元积分法是通过变量代换u=φ(x),将积分∫f[φ(x)]φ'(x)dx 化为积分

∫f(u)du.第二换元积分法是适当地选择变量代换x=ψ(t),将积分∫f(x)dx 化为积分

∫f[ψ(t)]ψ'(t)dt.第二换元积分法主要适用于被积函数含有根式等复杂表达式的情形.

  1.
 

简单根式代换

●小●试●牛●刀
例3.2.14 求下列不定积分.

(1)
 

∫ x
1+ x

dx; (2)∫ 1
x x+1

dx; (3)∫ 1
x +

3
x
dx.

解 (1)
 

令 x =t,则x=t2,从而dx=2tdt.

于是∫ x
1+ x

dx=∫t
1+t

·2tdt

=2∫t2-1+1
1+t dt=2∫t-1+

1
1+t  dt=t2-2t+2ln|1+t|+C.

换回原变量(也称回代变量)得

∫ x
1+ x

dx=x-2 x +2ln|1+ x|+C.

(2)
 

令 x+1=t,则x=t2-1,从而dx=2tdt.于是有

∫ 1
x x+1

dx=∫ 1
(t2-1)t

2tdt=∫ 2
(t-1)(t+1)

dt=∫ 1
t-1-

1
t+1  dt

=ln
t-1
t+1 +C=ln

x+1-1
x+1+1

+C.

(3)
 

被积函数中出现了两个根式 x 及 3
x,所设变量必须能将这两个根式同时化为有

理式.从而令t=
6
x,则x=t6,dx=6t5dt,于是有

∫ 1
x +

3
x
dx=∫6t5

t3+t2
dt=6∫t3

1+tdt=6∫t3+1-1
t+1

dt

=6∫t2-t+1-
1

t+1  dt=2t3-3t2+6t-6ln|t+1|+C

=2 x -3
3
x +6

6
x -6ln(

6
x +1)+C.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

当被积函数含根式
m
ax+b,n

ax+b 时,令 l
ax+b=t(其中,l为m 和n 的最小公

倍数),可同时消去两个根号,以便求解.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●大●展●身●手
例3.2.15 求下列不定积分.

(1)
 

∫ 1
1+ex

dx; (2)
 

∫ lnx
x 1+lnx

dx.

解 (1)
 

令 1+ex =t,则x=ln(t2-1),从而dx=
2t

t2-1
dt.于是有

∫ 1
1+ex

dx=∫1t· 2t
t2-1

dt=2∫ 1
t2-1

dt=2∫ 1
(t+1)(t-1)

dt

=ln
t-1
t+1 +C=ln

1+ex -1
1+ex +1

+C

=ln
(1+ex -1)(1+ex -1)
(1+ex +1)(1+ex -1)

+C

=ln
(1+ex -1)

2

ex
+C=2ln(1+ex -1)-x+C.

(2)
 

令 1+lnx =t,则x=et
2-1,从而dx=et

2-1·2tdt.于是有

∫ lnx
x 1+lnx

dx=∫t2-1
et
2-1·t

·et
2-1·2tdt=2∫(t2-1)dt

=
2
3t

3-2t+C=
2
3
(1+lnx)

3
2 -2(1+lnx)

1
2 +C.

  *2.
 

三角代换

●大●展●身●手
例3.2.16 求下列不定积分.

(1)
 

∫a2-x2dx(a>0);(2)
 

∫ 1
x2+a2

dx(a>0);(3)
 

∫ 1
x2-a2

dx(a>0).

解 (1)
 

令x=asint -
π
2 ≤t≤

π
2  ,则 a2-x2 =acost,dx=acostdt.从而

∫a2-x2dx=∫acost·acostdt=a2∫cos2tdt
=a2∫1+cos2t

2 dt=
a2

2t+
a2

4sin2t+C

=
a2

2
(t+sintcost)+C.

 图3 2

因为x=asint,所以t=arcsin
x
a.为了把cost换成x 的函数,根

据变换sint=
x
a

作辅助直角三角形(如图3 2所示).此时显然有
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 经 济 数 学

cost=
a2-x2

a
,所以

∫a2-x2dx=
a2

2arcsin
x
a +

1
2x a2-x2 +C.

(2)
 

令x=atant -
π
2 <t<

π
2  ,则 x2+a2 =asect,dx=asec2tdt.

从而 ∫ 1
x2+a2

dx=∫ 1
asect

·asec2tdt=∫sectdt
=ln|tant+sect|+C1

=ln x
a +

x2+a2

a
+C1

=ln|x+ x2+a2|+C1-lna

=ln|x+ x2+a2|+C.(其中C=C1-lna)

在上面的计算中,sect=
x2+a2

a
可根据变换tant=

x
a

作辅助直角三角形而得到(如

图3 3所示).

 图3 3

(3)
 

当x>a时,令x=asect0<t<
π
2  ,则dx=asect·tantdt.

从而

∫ 1
x2-a2

dx=∫asect·tant
atant dt=∫sectdt=ln|sect+tant|+C1

=ln x
a +

x2-a2

a
+C1=ln|x+ x2-a2|+C1-lna

=ln|x+ x2-a2|+C.(其中C=C1-lna)

当x<-a 时,令x=asect π
2 <t<π  ,则dx=asect·tantdt.从而

∫ 1
x2-a2

dx=-∫asect·tant
atant dt=-∫sectdt=-ln|sect+tant|+C2

=-ln x
a +

x2-a2

a
+C2=ln|x+ x2-a2|+C2-lna

=ln|x+ x2-a2|+C.(其中C=C2-lna)

综上,有∫ 1
x2-a2

dx=ln|x+ x2-a2|+C.
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第三章 一元函数积分学  

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

当被积函数含因式 a2-x2 时,可作代换x=asint -
π
2 ≤t≤

π
2  ;

(2)
 

当被积函数含因式 a2+x2 时,可作代换x=atant -
π
2 <t<

π
2  ;

(3)
 

当被积函数含因式 x2-a2 时,可作代换x=asect0<t<
π
2

,π
2 <t<π  .

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  *3.
 

倒代换x=
1
t

●大●展●身●手
例3.2.17 求不定积分∫ 1

x2 x2+4
dx(x>0).

解 本题用三角代换,令x=2tant,显然是可行的.这里我们用另一种代换———倒

代换.

令x=
1
t
,则dx=-

1
t2
dt,从而

∫ 1
x2 x2+4

dx=∫ 1
1
t2

1
t2

+4
-
1
t2  dt=-∫ tdt

1+4t2

=-
1
8∫ 1

1+4t2
d(1+4t2)=-

1
4 1+4t2 +C

=-
1
4 1+

4
x2 +C=-

1
4

x2+4
x +C.

  四、
 

分部积分法

利用直接积分法和换元积分法能计算大量的不定积分.但对于如∫xlnxdx,∫xexdx,
∫xsinxdx 此类的不定积分,利用直接积分法和换元积分法比较难以解决.为了解决这类问

题,我们介绍另一种求积分的方法———分部积分法.它是利用“两个函数乘积的求导公式”推
出的一种求不定积分的基本方法.

定理3.2.3(分部积分法) 设u=u(x),v=v(x)具有连续导数,则有分部积分公式

∫u(x)v'(x)dx=u(x)v(x)-∫v(x)u'(x)dx. (3 4)
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 经 济 数 学

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

为了简便起见,也可把公式(3 4)写成下面的形式:

∫udv=uv-∫vdu.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

证明 因为u= u(x),v=v(x)具有连续导数,则由两个函数乘积的求导公式有
 

(uv)'=u'v+uv',则
 

uv'= (uv)'-u'v,对此式两边分别积分,有∫uv'dx= uv-

∫u'vdx.

●小●试●牛●刀
例3.2.18 求下列不定积分:

(1)
 

∫xcosxdx; (2)
 

∫xexdx;
(3)

 

∫xlnxdx; (4)
 

∫xarctanxdx.

解 (1)
 

∫xcosxdx=∫xdsinx=xsinx-∫sinxdx=xsinx+cosx+C.

(2)
  

∫xexdx=∫xdex =xex -∫exdx=xex -ex +C.

(3)
  

∫xlnxdx=∫lnxd 12x2  =12x2lnx-∫12x2dlnx

=
1
2x

2lnx-
1
2∫xdx=

1
2x

2lnx-
1
4x

2+C.

(4)
  

∫xarctanxdx=∫arctanxdx2

2  =12x2·arctanx-∫x2

2darctanx

=
1
2x

2·arctanx-
1
2∫x2

1+x2dx

=
1
2x

2arctanx-
1
2
(x-arctanx)+C.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

分部积分法“五字真言”:“反对幂三指”
对于以下五类基本初等函数:①

 

反三角函数 ②
 

对数函数 ③
 

幂函数(或常数) 
④

 

三角函数 ⑤
 

指数函数(④和⑤的顺序可以交换),在对它们的乘积使用分部积分法时,
常将排在前面的函数选作u,排在后面的函数选作v'.

例如,例3.2.18(4)中∫xarctanxdx 的被积函数是反三角函数与幂函数的乘积,按上述

规律,在用分部积分法求此积分时,应选u=arctanx,v'=x.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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第三章 一元函数积分学  

●大●展●身●手
例3.2.19 求下列不定积分.

(1)
 

∫excosxdx; (2)
 

∫x2exdx;

(3)
 

∫sin(lnx)dx; (4)
 

∫sec3xdx.

解 (1)
 

方法一

∫excosxdx=∫cosxdex
=excosx-∫exdcosx
=excosx+∫exsinxdx=excosx+∫sinxdex
=excosx+exsinx-∫exdsinx
=excosx+exsinx-∫excosxdx.

移项得 ∫excosxdx=
1
2e

x(sinx+cosx)+C.

方法二

∫excosxdx=∫exdsinx
=exsinx-∫sinxdex
=exsinx-∫exsinxdx
=exsinx+∫exdcosx
=exsinx+excosx-∫cosxdex
=exsinx+excosx-∫excosxdx.

移项得 ∫excosxdx=
1
2e

x(sinx+cosx)+C.

本例中被积函数是指数函数与正(余)弦函数的乘积,任选一种函数凑微分,经过一次分

部积分,转化的积分难度没有变化,再继续使用一次分部积分后,会还原到原来的积分形式,
只是系数发生了变化,这就是所谓的“积分重现”.但是注意两次凑微分函数的选择要一致.

(2)
 

∫x2exdx=∫x2dex =x2ex -∫exdx2=x2ex -2∫xexdx
=x2ex -2∫xdex =x2ex -2(xex -∫exdx)=(x2-2x+2)ex +C.
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 经 济 数 学

(3)
 

∫sin(lnx)dx=xsin(lnx)-∫xdsin(lnx)
=xsin(lnx)-∫cos(lnx)dx
=xsin(lnx)-[xcos(lnx)-∫xdcos(lnx)]
=xsin(lnx)-xcos(lnx)-∫sin(lnx)dx.

移项得 ∫sin(lnx)dx=
1
2
[xsin(lnx)-xcos(lnx)]+C.

(4)
 

∫sec3xdx=∫secx·sec2xdx=∫secxd(tanx)
=secxtanx-∫tanxdsecx=secxtanx-∫tan2xsecxdx
=secxtanx-∫(sec3x-secx)dx

=secxtanx-∫sec3xdx+∫secxdx
=secxtanx-∫sec3xdx+ln|secx+tanx|.

移项得 ∫sec3xdx=
1
2secxtanx+

1
2ln|secx+tanx|+C.

例3.2.20 研究人员发现,一个新开发的天然井t月的总产量Q (单位:m3)变化率为

dQ
dt=0.05te-0.02t,

试求总产量函数.

解 因为dQ
dt=0.05te-0.02t,所以

Q(t)=∫(0.05te-0.02t)dt=0.05·(-50)∫td(e-0.02t)

=-2.5(te-0.02t-∫e-0.02tdt)=-2.5te-0.02t-125e-0.02t+C.

由已知条件Q(0)=0,代入上式得

C=125.

从而总产量函数为

Q(t)=-2.5te-0.02t-125e-0.02t+125.

至此,我们介绍了不定积分的四种常用方法:直接积分法、第一换元积分法(也称凑微分

法)、第二换元积分法、分部积分法,在具体求解时,我们既要学会各种方法灵活使用,也要注

意这些方法的综合使用.
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●大●展●身●手
例3.2.21 求下列不定积分.

(1)
 

∫1+x+arctanx
1+x2 dx; (2)

 

∫xarcsinx2

1-x4
dx;

(3)
 

∫exdx; (4)
  

∫xarcsinx
1-x2

dx;

(5)
 

∫arctan x
x·(1+x)

dx; (6)
  

∫ 1

4-x2arcsinx
2

dx.

解 (1)
  

∫1+x+arctanx
1+x2 dx=∫ 1

1+x2dx+∫ x
1+x2dx+∫arctanx1+x2dx

=arctanx+
1
2∫ 1
1+x2d(1+x2)+∫arctanxd(arctanx)

=arctanx+
1
2ln
(1+x2)+

1
2arctan

2x+C.

(2)
 

∫xarcsinx2

1-x4
dx=

1
2∫arcsinx

2

1-x4
d(x2)=

1
2∫arcsinx2d[arcsin(x2)]

=
1
4arcsin

2(x2)+C.

(3)
 

令 x =t,则x=t2,dx=2tdt.从而

∫exdx=2∫ettdt=2∫tdet=2tet-∫etdt  
=2(tet-et)+C=2ex(x -1)+C.

(4)
 

方法一

∫xarcsinx
1-x2

dx=-
1
2∫arcsinx1-x2

d(1-x2)

=-∫arcsinxd 1-x2

=- 1-x2arcsinx-∫1-x2darcsinx  
=- 1-x2arcsinx+∫1dx
=- 1-x2arcsinx+x+C.

方法二

令x=sint,t∈ -
π
2
,π
2  ,t=arcsinx,则
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∫xarcsinx
1-x2

dx=∫sint·t·costdtcost =-∫tdcost
=-tcost+∫costdt=-tcost+sint+C

=- 1-x2arcsinx+x+C.

(5)
 

∫arctan x
x·(1+x)

dx=∫2arctan x
1+x d(x)=2∫arctan x

1+(x)
2d(x)

=2∫arctan xd(arctan x)=2·
1
2
(arctan x)

2
+C

=(arctan x)2+C.

(6)
 

∫ 1

4-x2arcsinx
2

dx=∫ 1

1-
x
2  

2

arcsinx
2

dx
2  

=∫ 1

arcsinx
2

darcsinx
2  =ln arcsinx

2 +C.

习题3.2

●小●试●牛●刀
1.

 

在下列各题中填入适当的系数.

(1)
 

dx=    d1-
x
2  . (2)

 

e3xdx=    de3x.

(3)
 1
x
dx=    d(x). (4)

 

x2dx=    d(1-2x3).

(5)
 1
x2dx=    d2-

1
x  . (6)

 1
cos2x

dx=    d(3tanx+1).

(7)
 1
1+x2dx=    d(1-3arctanx).

(8)
 

cos 2x3 -1  dx=    dsin
2x
3 -1  .

(9)
 1
xdx=    d(ln2x). (10)

 

(3x2-2)dx=    d(2x-x3).

2.
 

用直接积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫5x3dx. (2)
 

∫1
x x

dx.

(3)
 

∫9xexdx. (4)
 

∫ 3
1-cos2x

dx.
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第三章 一元函数积分学  

(5)
 

∫(2x -2sinx+2x x)dx. (6)
 

∫x2(x-1)2dx.

(7)
 

∫
(1+ x)(x- x)

x dx. (8)
 

∫1-x2

x x
dx.

(9)
 

∫(3x +x3+log3π)dx. (10)
 

∫et(1-t·e-t)dt.

(11)
 

∫(2x +ex)2dx. (12)
 

∫1-sin3x
sin2x

dx.

(13)
 

∫3-x(2·3x +5·2x)dx.

3.
 

用第一换元积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫sin(2x+5)dx. (2)
 

∫ 1
3-2x

dx.

(3)
 

∫(4x+5)99dx. (4)
 

∫sec2(5x-1)dx.

(5)
 

∫πe-πxdx. (6)
 

∫xsin(x2+1)dx.

(7)
 

∫ x2

3
x3+1

dx. (8)
 

∫ x
1-3x2

dx.

(9)
 

∫2
x

x
dx. (10)

 

∫e
3x

x
dx.

(11)
 

∫3+2 x
x

dx. (12)
 

∫1x2sin
1
xdx.

(13)
 

∫ln
4x
x dx. (14)

 

∫1+cosx
x+sinx

dx.

(15)
 

∫cosx-sinx
sinx+cosx

dx. (16)
 

∫ex

1+ex
dx.

(17)
 

∫eex+xdx.
 

(18)∫ 1
1+ex

dx.

(19)
 

∫ 1
ex +e-xdx. (20)

 

∫sin2(3x-2)cos(3x-2)dx.

(21)
 

∫cotx
3
sinx

dx. (22)
 

∫e1+sin2xcos2xdx.

(23)
 

∫arctan
3x

1+x2 dx. (24)
 

∫2arccosx

1-x2
dx.

4.
 

用第二换元积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫ 1
1+3 x

dx. (2)
 

∫ 1
x(1+x)

dx.

(3)
 

∫ 1
(x+2) x+1

dx. (4)
 

∫ x+1
1+ x+1

dx.
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(5)
 

∫x-1
x dx. (6)

 

∫ 1
x +

4
x
dx.

(7)
 

∫ 1
(1+

3
x)x

dx. *(8)
 

∫ 1
x x2-1

dx.

*(9)
 

∫x2-9
x dx. *(10)

 

∫ 2
x2+1

dx.

*(11)
 

∫1+2x
x2+1

dx. *(12)
 

∫a2-x2

x2 dx(a>0).

*(13)
 

∫ 1
x x2+9

dx. *(14)
 

∫ x2

4-x2
dx.

5.
 

用分部积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫xsinxdx. (2)
 

∫arccosxdx.

(3)
 

∫lnx
2dx. (4)

 

∫ln(1+x2)dx.

(5)
 

∫xe-xdx. (6)
 

∫x2lnxdx.

(7)
 

∫xcos(2x-3)dx. (8)
 

∫xsec23xdx.

(9)
 

∫xsin2x2dx. (10)
  

∫1
x
arcsin xdx.

(11)
 

∫xarctan1xdx. (12)
 

∫(x+2)e-xdx.

6.
 

已知f(x)的一个原函数是ln|3x-1|,则∫f(3x)dx=(  ).

A.
 1
3ln|9x-1|+C B.

 1
3ln|3x-1|+C

C.
 

ln|9x-1|+C D.
 

3ln|9x-1|+C

7.
 

设F(x)=e2x 是函数f(x)的一个原函数,则∫xf'(x)dx 等于(  ).

A.
 

e2x 12x-1  +C B.
 

e2x(2x-1)+C

C.
 

e2x 12x+1  +C D.
 

e2x(2x+1)+C

8.
 

设某产品的边际成本为C'(q)=13-4q,固定成本C(0)=10,求总成本函数C(q).
9.

 

设某工厂生产某种产品的边际产量为Q'(t)=200+14t-0.3t2(千件/小时),求总产

量函数Q(t).
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●大●展●身●手
10.

 

用直接积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫x2

x2+1
dx. (2)

 

∫1+x4

1+x2dx.

(3)
 

∫x3 +1
x +1

dx. (4)
 

∫x4+x3+x2+x+1
1+x2 dx.

(5)
 

∫3x
4+3x2+1
x2+1

dx. (6)
 

∫3x
4+2x2

x2+1
dx.

(7)
 

∫1+x+x2

x(1+x2)dx. (8)
 

∫ 1
x2(1+x2)dx.

(9)
 

∫ 1-x2

x2(1+x2)dx. (10)
 

∫
(2x +3x)2

6x dx.

(11)
 

∫2+sin2x
cos2x

dx. (12)
  

∫ cos2x
sinx+cosx

dx.

(13)
 

∫ cos2x
sin2xcos2x

dx. (14)
 

∫ 1

sin2x2cos
2x
2

dx.

(15)
 

∫ 1
1+cos2x

dx. (16)∫1+cos2x
1+cos2x

dx.

11.
 

用换元积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫ln2xx dx. (2)
 

∫1x 1+x
x dx.

(3)
  

∫ sin2x
1-(sinx)4

dx. (4)
 

∫ x+1
3
x2+2x

dx.

(5)
 

∫(2x-2)ex
2-2xdx. (6)

 

∫ x
x- x2-1

dx.

(7)
 

∫ex +sinx
(ex -cosx)2

dx. (8)
 

∫ 1
x

3
3+2lnx

dx.

(9)
 

∫ 1
sin2x(1-2cotx)

dx. (10)
 

∫cos4xdx.

(11)
 

∫tan5xsec3xdx. (12)
 

∫ x
1+

3
x
dx.

*(13)
 

∫ x5

1-x2
dx. *(14)

 

∫ 1
x4 1+x2

dx.

*(15)
 

∫2x-1
9x2-4

dx.

12.
 

用分部积分法求下列不定积分.

(1)
 

∫ln2xdx. (2)
  

∫x2e-xdx.

·551·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



 经 济 数 学

(3)
 

∫(x2+x)exdx. (4)
  

∫(x2+2)cosxdx.

(5)
 

∫ln(x+ 1+x2)dx. (6)
 

∫ln
(sinx)
cos2x

dx.

(7)
 

∫sin(lnx)dx. (8)
  

∫cos(lnx)dx.

(9)
  

∫arctane
x

ex
dx. (10)

 

∫e-2xsinx
2dx.

(11)
 

∫x2arctanx
1+x2 dx.

13.
 

求下列不定积分.

(1)
 

∫arctan xdx. (2)
  

∫sin xdx.

(3)
 

∫xln(x+ 1+x2)

1+x2
dx. (4)

 

∫cos2 xdx.

(5)
 

∫ln
(1+x)-lnx
x(1+x) dx. (6)

  

∫lnx
1+x

dx.

(7)
 

∫ 1
sin2x+2cos2x

dx. (8)∫(x-sin2x)cosxdx.

(9)
 

∫ln
(tanx)

sinxcosxdx. (10)
  

∫e
3xdx.

(11)
 

∫ cosx
sinx+cosx

dx. *(12)
 

∫xarctanx
1+x2

dx.

*(13)
 

∫xarcsinxdx. *(14)
 

∫arcsinx
(1-x2)3

dx.

14.
 

已知f(x)的一个原函数为cosx,g(x)的一个原函数是x2,下列函数中(  )是
复合函数f[g(x)]的原函数.

A.
 

x2 B.
 

cos2x C.
 

cos(x2) D.
 

cos2x

15.
 

设f(x)是函数cos2x 的一个原函数,且f(0)=0,则∫f(x)dx 等于(  ).

A.
 

-
1
4cos2x+C B.

 

-
1
2cos2x+C

C.
 

-cos2x+C D.
 

cos2x+C

16.
  

已知∫xf(x)dx=x2arctanx+C,求∫f(x)dx.

17.
 

设某产品是连续生产的,总产量Q 是时间t的函数,如果总产量的变化率为Q'(t)=
324
t2
e

-
9
t (吨/日),求总产量函数.

·651·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



第三章 一元函数积分学  

第三节 定积分的概念与性质

应用案例

得益于技术的飞速进步,新能源汽车凭借零排放、低能耗的环保优势,成为推动交通领

域绿色转型的重要力量,不仅助力我国实现“双碳”目标,还引领全球汽车产业向可持续发展

迈进.某新能源汽车制造公司生产了一种新型电动汽车,市场分析表明,总收益函数R(q)
关于产量q的变化率(即边际收益R'(q))是一个关键指标,它反映了每增加一单位产量所

带来的额外收益.公司计划在未来几个月内将产量q从a 单位调整到b单位,求这一产量变

化区间内总收益的变化量ΔR.

  一、
 

两个引例

  1.
 

曲边梯形的面积

在 [a,b]上连续曲线y=f(x)(f(x)≥0),与直线x=a,x=b及x 轴所围的图形称

为曲边梯形(如图3 4所示).
(1)

 

分割 在区间 [a,b]内任意插入n-1个分点a=x0<x1<…<xn-1<xn=b,
把 [a,b]分成n 个子区间:

[x0,x1],[x1,x2],…,[xn-1,xn],区间长度为Δxi=xi-xi-1(i=1,2,…,n).
(2)

 

近似代替 在每一个子区间 [xi-1,xi](i=1,2,…,n)上任取一点ξi,以f(ξi)为

高,Δxi 为底作小矩形,用小矩形的面积f(ξi)Δxi 近似代替相应的小曲边梯形的面积ΔAi,
即

 图3 4

ΔAi ≈f(ξi)Δxi(i=1,2,…,n).

(3)
 

求和 将n 个小矩形的面积相加,得曲边梯形面积的近似值

A=∑
n

i=1
ΔAi ≈f(ξ1)Δx1+f(ξ2)Δx2+…+f(ξn)Δxn =∑

n

i=1
f(ξi)·Δxi.

(4)
 

取极限 当子区间长度的最大值λ=max{Δx1,Δx2,…,Δxn}→0时,如果此时和
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式的极限存在,则此极限值就是曲边梯形的面积,即

A=lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)·Δxi. (3 5)

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

曲边梯形的面积求解体现了化“整”为“零”、以“直”代“曲”的思想.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

非均匀变化的收益总量

一般企业的收益是随时流入的,设收益的变化率(即边际收益)是时间t的连续函数

f(t),求从时刻a 到时刻b这段时间内的总收益.
(1)

 

分割 在区间 [a,b]内任意插入n-1个分点a=t0<t1<…<tn-1<tn=b,把
[a,b]分成n 个子区间:[t0,t1],[t1,t2],…,[tn-1,tn],每个小时间段长度为Δti =ti -
ti-1(i=1,2,…,n).

(2)
 

近似代替 在每一个小区间 [ti-1,ti]上任取一点ξi,其对应的收益变化率为

f(ξi)为收益变化率,Δti 为时间间隔,将时间段[ti-1,ti]上的收益看成是均匀变化的,于是

用f(ξi)Δti 近似代替每小段时间内收益ΔRi 的近似值,即

ΔRi ≈f(ξi)·Δti(i=1,2,…,n).

(3)
 

求和 将n 个小段时间内的收益相加,得总收益的近似值

R=∑
n

i=1
ΔRi ≈f(ξ1)Δt1+f(ξ2)Δt2+…+f(ξn)Δtn =∑

n

i=1
f(ξi)·Δti.

(4)
 

取极限 当子区间长度的最大值λ=max{Δt1,Δt2,…,Δtn}→0时,如果此时和式

的极限存在,则此极限值就是所求的总收益,即

R=lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)·Δti. (3 6)

从上面两个引例可以看出,虽然所要计算的量的实际意义不同,前者是几何量,后者是

经济量,但是计算这些量的思想方法和步骤是相同的,并且最终都归结为一个和式的极限.
类似于这样的问题还有很多,抛开它们的具体意义,抓住它们在数量关系上的本质和特性,
我们就可以抽象出下述定积分的定义.

  二、
 

定积分的定义

  1.
 

基本概念

定义3.3.1 设函数y=f(x)在闭区间[a,b]上有界,在[a,b]内任意插入n-1个分

点a=x0 <x1 < … <xn-1<xn =b,把 [a,b]分成n个子区间,[x0,x1],[x1,x2],…,
[xn-1,xn],区间长度Δxi =xi -xi-1(i=1,2,…,n).在每一个子区间 [xi-1,xi](i=1,

2,…,n)上任取一点ξi 作乘积f(ξi)·Δxi,并求和
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∑
n

i=1
f(ξi)·Δxi.

记λ=max{Δx1,Δx2,…,Δxn},若极限

lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)·Δxi

存在,则称函数f(x)在[a,b]上可积,并称此极限值为函数f(x)在[a,b]上的定积分,记

作∫
b

a
f(x)dx,即

∫
b

a
f(x)dx=lim

λ→0∑
n

i=1
f(ξi)·Δxi. (3 7)

其中f(x)称为被积函数,x 称为积分变量,f(x)dx 称为被积表达式,[a,b]称为积分区

间,a,b分别称为积分下、上限.

以上两个引例中,面积A=∫
b

a
f(x)dx,

 

总收益的现值R=∫
b

a
f(t)dt.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

定积分与积分变量的记号无关,即∫
b

a
f(x)dx=∫

b

a
f(t)dt=∫

b

a
f(u)du.

(2)
 

函数f(x)在 [a,b]上可积是指,无论区间 [a,b]如何分割和点ξi 如何取,和式的

极限都存在且唯一.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

∫
b

a
f(x)dx=-∫

a

b
f(x)dx.

特别地,当a=b时,∫
b

a
f(x)dx=0.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  2.
 

函数可积的充分条件

定理3.3.1 设函数f(x)在 [a,b]上连续,则f(x)在 [a,b]上可积,即
 

∫
b

a
f(x)dx

存在.
定理3.3.2 设函数f(x)在[a,b]上有界,且只有有限个间断点,则函数f(x)在[a,

b]上可积,即
 

∫
b

a
f(x)dx 存在.

证明从略.

●小●试●牛●刀
例3.3.1 用定积分的定义求∫

1

0
x2dx.
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分析 f(x)=x2 在[0,1]上连续,故可积,且积分值与区间的分法以及点ξi 的取法无

关,从而可对区间采用特殊分法,取特殊点.

解 把区间[0,1]分成n 等份,Δxi=xi-xi-1=
1
n
,并取ξi=

i
n
(i=1,2,…,n),则

∑
n

i=1
f(ξi)·Δxi=∑

n

i=1

i
n  

2

·1
n =∑

n

i=1

i2

n3
,

lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)·Δxi=lim

n→∞∑
n

i=1

i2

n3=lim
n→∞

12+22+…+n2

n3 =lim
n→∞

1
6n
(n+1)(2n+1)

n3 =
1
3.

此处λ=
1
n
,则λ→0⇔n→∞  ,所以

∫
1

0
x2dx=

1
3.

●大●展●身●手
例3.3.2 利用定积分表示极限

 

lim
n→∞

π
n
1
ncos

1
n +

2
ncos

2
n +…+

n-1
n cosn-1

n +cos1  .

解 lim
n→∞

π
n
1
ncos

1
n +

2
ncos

2
n +…+

n-1
n cosn-1

n +cos1  =πlimn→∞∑
n

i=1

i
ncos

i
n  ·1n.

易见,若在区间[0,1]内取xi=
i
n
(i=1,2,…,n),则Δxi=

1
n
,ξi=

i
n ∈[xi-1,xi],即

有

原极限=πlim
n→∞∑

n

i=1

(ξicosξi)·Δxi,

由此可见,取被积函数f(x)=xcosx,注意f(x)在[0,1]上连续,因而是可积的.故有

原极限=π∫
1

0
xcosxdx.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

用定积分表示数列求和的极限的关键是根据求和数列的特征判断积分上下限.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  三、
 

定积分的几何意义与经济意义

  1.
 

定积分的几何意义

由∫
b

a
f(x)dx=lim

λ→0∑
n

i=1
f(ξi)·Δxi 可知:

(1)
 

当f(x)≥0时,定积分∫
b

a
f(x)dx 表示由曲线y=f(x),直线x=a,x=b及x 轴

所围成的曲边梯形的面积(如图3 5),即
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∫
b

a
f(x)dx=A.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若在区间 [a,b]上f(x)≡1,则∫
b

a
1·dx=∫

b

a
dx=b-a.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(2)
 

当f(x)≤0时,定积分∫
b

a
f(x)dx 表示由曲线y=f(x),直线x=a,x=b及x 轴

所围成曲边梯形面积的负值(如图3 6),即

∫
b

a
f(x)dx=-A.

 图3 5
  

 图3 6
  

 图3 7

(3)
 

当f(x)在[a,b]上有正有负时,则定积分∫
b

a
f(x)dx表示由曲线y=f(x)及直线

x=a,x=b及x 轴所围成的几个曲边梯形的面积的代数和(如图3 7),即

∫
b

a
f(x)dx=-A1+A2-A3.

  2.
 

定积分的经济意义

如果已知某一经济总量F(x)的变化率(边际)为f(x),则∫
b

a
f(x)dx 表示变量x 从a

变化 到b时经济总量的变化量ΔF,即ΔF=∫
b

a
f(x)dx.

例如,【应用案例】中产量q从a 变化到b时总收益的变化量ΔR=∫
b

a
R'(q)dq.

●小●试●牛●刀
例3.3.3 根据定积分的几何意义计算下列定积分.

(1)
 

∫
1

0
xdx;   (2)

 

∫
2

0
4-x2dx;   (3)

 

∫
2π

0
sinxdx.

解 (1)
 

被积函数f(x)=x≥0(0≤x≤1),根据定积分的几何意义,∫
1

0
xdx 表示由

直线x=0,x=1,y=x 及x 轴围成的面积(如图3 8(a)),即∫
1

0
xdx=

1
2×1×1=

1
2.
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 图3 8(a)
  

 图3 8(b)
  

 图3 8(c)

(2)
 

被积函数f(x)= 4-x2 ≥0(0≤x≤2),根据定积分的几何意义,∫
2

0
4-x2dx表

示由x=0,x=2,y= 4-x2 及x轴围成的面积,即第一象限的四分之一圆的面积(如
图3 8(b)),即

∫
2

0
4-x2dx=

1
4π
·22=π.

(3)
 

当0≤x≤π时,被积函数f(x)=sinx≥0;当π<x≤2π时,f(x)=sinx≤

0.根据定积分的几何意义,∫
2π

0
sinxdx表示由x=0,x=2π,y=sinx及x轴围成的面积

的代数和(如图3 8(c)).显然在一个周期内,f(x)=sinx 在x 轴上下两部分的面积相

等,即

∫
2π

0
sinxdx=0.

  四、
 

定积分的性质

性质3.3.1 设a<c<b,则∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

该性质称为积分对区间的可加性;
(2)

 

不论a,b,c的相对位置如何,总有等式

∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx

成立,即条件a<c<b可略去.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

性质3.3.2 若在区间 [a,b]上,f(x)≥0,则∫
b

a
f(x)dx≥0.

推论3.3.1 若在区间 [a,b]上,f(x)≤g(x),
 

则
 

∫
b

a
f(x)dx≤∫

b

a
g(x)dx.

推论3.3.2 ∫
b

a
f(x)dx ≤∫

b

a
|f(x)|dx(a<b).

性质3.3.3 设M,m 分别是函数f(x)在区间 [a,b]上的最大值和最小值,则
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m(b-a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b-a).

 图3 9

性质3.3.4(定积分中值定理) 若函数f(x)在区间 [a,b]上

连续,则在积分区间
 

[a,b]上至少存在一点ξ,使下式成立

∫
b

a
f(x)dx=f(ξ)(b-a).

定积分中值定理的几何意义如图3 9所示.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

f(ξ)=
1

b-a∫
b

a
f(x)dx 为f(x)在区间 [a,b]上的平均值.

比如,在银行的连续利息计算中,如果利率是时间t(单位:
 

年)的函数r(t),那么银行

在时间间隔[0,2]内的平均利率为r(ξ)=
1
2∫

2

0
r(t)dt.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例3.3.4 比较积分值∫

1

0
xdx 与∫

1

0
x3dx 的大小.

解 根据幂函数的性质,在区间 [0,1]上,有x≥x3,

由推论3.3.1
 

有
 

∫
1

0
xdx≥∫

1

0
x3dx.

●大●展●身●手
例3.3.5 比较积分值∫

2

1
xdx 与∫

2

1
lnxdx 的大小.

解 令f(x)=x-lnx,在
 

[1,2]
 

上有

f'(x)=1-
1
x ≥0,从而函数f(x)在区间

 

[1,2]
 

上单调增加,

所以,f(x)≥f(1)=1>0,即有
 

x>lnx.

由推论3.3.1有∫
2

1
xdx>∫

2

1
lnxdx.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

当积分区间一致时,两个积分值大小的比较关键在于比较被积函数的大小.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.3.6 估计积分值∫
4

0
(3x2-x3)dx.

解 设f(x)=3x2-x3,x∈ [0,4].
令f'(x)=6x-3x2=3x(2-x)=0,得f(x)在区间(0,4)上驻点x=2,f(2)=4.
又 f(0)=0,f(4)=-16,
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所以f(x)在区间[0,4]上的最大值M =4,最小值m=-16,从而由性质3.3.3有

-64≤∫
4

0
(3x2-x3)dx≤16.

例3.3.7 假设编写了一个计算定积分∫
b

a
f(x)dx 的程序,并用定积分∫

2π
3

0
(1+

2sin2x)dx 作检验.若程序的计算结果为7.35,试问所编程序是否有问题.

解 设f(x)=1+2sin2x,则在区间 0,2π3
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 上恒有1≤f(x)≤3,根据性质3.3.3有

2π
3=1×

2π
3 ≤∫

2π
3

0
(1+2sin2x)dx≤3×

2π
3=2π.

而
 

7.35>2π,计算结果偏差太大,所以程序有问题.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

估计定积分值的关键是求被积函数在积分区间上的最大值和最小值.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

习题3.3

●小●试●牛●刀
1.

  

根据定积分的几何意义计算下列定积分.

(1)
 

∫
3

1
5dx; (2)

 

∫
1

-1
1-x2dx;

(3)
 

∫
b

a
xdx; (4)

 

∫
2π

0
cosxdx;

(5)
  

∫
π
4

-
π
4

tanxdx.

2.
 

用定积分表示下列问题的结果.
(1)

 

由曲线y=ex,直线x=1,x=3和x 轴所围成的图形的面积.
(2)

 

由曲线y=x3,直线x=-1,x=-3和x 轴所围成的图形的面积.
(3)

 

已知某产品的边际收益R'(q)=35-2q,求产量q从2到5时的总收益的增量.
(4)

 

已知生产某产品q单位时的边际成本C'(q)=3x2-20x+35,求产量q从10到20
时的总成本的增量.
3.

 

自由落体的速度v=gt(g 是重力加速度,t是时间),计算前5秒内物体所落下的

距离.
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●大●展●身●手
4.

 

用定积分的定义证明:

(1)
 

∫
b

a
xdx=

b2-a2

2 . (2)
 

∫
b

a
x2dx=

b3-a3

3 .

(3)
 

∫
1

0
exdx=e-1.

5.
 

利用定积分表示下面的极限.

(1)
 

lim
n→∞

1
n sinπn +…+sin

n-1
n π  . (2)

 

lim
n→∞

1
n2+

2
n2+…+

n-1
n2 +

n
n2  .

6.
 

比较下列定积分的大小.

(1)
 

∫
2

1
xdx 与∫

2

1
xdx. (2)

 

∫
π
4

0
sinxdx 与∫

π
4

0
tanxdx.

(3)
 

∫
1

0
exdx 与∫

1

0
(x+1)dx. (4)

 

∫
1

0
xdx 与∫

1

0
ln(1+x)dx.

7.
 

估计下列定积分的值.

(1)
 

∫
4

1
(x2+1)dx. (2)

 

∫
2

1

x
x2+1

dx.

8.
 

设f(x)是 [a,b]上的单调递增的有界函数,证明

f(a)·(b-a)≤∫
b

a
f(x)dx≤f(b)·(b-a).

第四节 定积分的计算

应用案例

随着科技的进步,共享单车打通了出行最后一公里的障碍,成为很多人必备的绿色出行

工具.某共享单车公司计划优化投放和管理共享单车,已知该产品的边际收益为R'(q)=9-
q(万元/千次),求在日均使用量从2千次增加到6千次时,总收益的变化量ΔR.

一方面,该问题可用定积分的经济意义解决,ΔR 用定积分表示为∫
6

2
R'(q)dq,即

∫
6

2
(9-q)dq.

另一方面,ΔR 也可以表示为总收益函数R(q)在区间 [2,6]上的增量R(6)-R(2),
所以

∫
6

2
R'(q)dq=R(6)-R(2).

所以上式表明,边际收益R'(q)在区间 [2,6]上的定积分等于它的一个原函数:总收益
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函数R(q)在 [2,6]上的增量.

这个结果具有一般性吗? 即函数f(x)在区间[a,b]上的定积分∫
b

a
f(x)dx,与它的不

定积分∫f(x)dx=F(x)+C,是否有如下关系:

∫
b

a
f(x)dx=F(b)-F(a),其中F(x)是f(x)的一个原函数.

  一、
 

积分上限函数

定义3.4.1 设函数f(x)在区间[a,b]上连续,x 为[a,b]上一点,∫
x

a
f(t)dt是变量

x 的函数,则称

Φ(x)=∫
x

a
f(t)dt(=∫

x

a
f(x)dx)

为积分上限函数(也称为变上限函数).

定理3.4.1 若函数f(x)在区间 [a,b]上连续,则积分上限函数Φ(x)=∫
x

a
f(t)dt在

[a,b]上可导,并且它的导数是

Φ'(x)=
d
dx∫

x

a
f(t)dt=f(x)(a≤x≤b). (3 8)

证明 由函数Φ(x)的定义和定积分的性质有

 图3 10

ΔΦ=Φ(x+Δx)-Φ(x)

=∫
x+Δx

a
f(t)dt-∫

x

a
f(t)dt=∫

x+Δx

x
f(t)dt.

由积分中值定理,可得

∫
x+Δx

x
f(t)dt=f(ξ)·Δx(ξ在x 与x+Δx 之间),

所以,由f(x)的连续性有

lim
Δx→0

ΔΦ
Δx=lim

Δx→0

Φ(x+Δx)-Φ(x)
Δx =lim

Δx→0
f(ξ)=f(x).

说明Φ(x)的导数存在,且Φ'(x)=f(x).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若函数f(x)在区间 [a,b]上连续,则Φ(x)=∫
x

a
f(t)dt就是函数f(x)在区间 [a,b]

上的一个原函数.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●小●试●牛●刀
例3.4.1 已知Φ(x)=∫

x

0
e-t2dt,求Φ'(x).

解 由定理3.4.1知Φ'(x)=
d
dx∫

x

0
e-t2dt=e-x2.

例3.4.2 求 d
dx∫

π

x
sint2dt.

解 ∫
π

x
sint2dt=-∫

x

π
sint2dt,

所以

d
dx∫

π

x
sint2dt=-

d
dx∫

x

π
sint2dt=-sinx2.

●大●展●身●手
例3.4.3 求 d

dx∫
x

0
sint2dt  .

解 ∫
x

0
sint2dt可以看成是由Φ(u)=∫

u

0
sint2dt与u(x)= x 复合而成,应用复合函

数的求导法则有

d
dx∫

x

0
sint2dt  =Φ'(u)·u'(x)=sinu2· 1

2 x
=
1
2 x

sinx.

例3.4.4 求极限(1)lim
x→1

∫
x

1
(t2-1)dt

ln2x
; (2)

  

lim
x→0

∫
x

0
(et

2

-1)dt

tanx-x .

解 (1)
  

lim
x→1

∫
x

1
(t2-1)dt

ln2x
=lim

x→1

x2-1

2lnx·1x

=lim
x→1

x3-x
2lnx =lim

x→1

3x2-1
2
x

=1.

(2)
 

lim
x→0

∫
x

0
(et

2

-1)dt

tanx-x =lim
x→0

ex
2

-1
sec2x-1

=lim
x→0

x2

tan2x
=lim

x→0

x2

x2=1.

  二、
 

微积分基本公式

  1.
 

微积分基本公式

定理3.4.2(微积分基本公式) 如果函数F(x)是连续函数f(x)在区间 [a,b]上的

一个原函数,则

∫
b

a
f(x)dx=F(b)-F(a). (3 9)

证明 已知F(x)是f(x)的一个原函数,又由定理3.4.1知,

Φ(x)=∫
x

a
f(t)dt也是f(x)的一个原函数,因此有F(x)=Φ(x)+C,即
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F(x)=∫
x

a
f(t)dt+C.

令x=a,则F(a)=∫
a

a
f(t)dt+C=0+C,所以C=F(a).

从而有 ∫
x

a
f(t)dt=F(x)-F(a),

特别地,当x=b时,则有∫
b

a
f(t)dt=F(b)-F(a).

为方便计算,可将式(3 9)的右端F(b)-F(a)记为F(x)
b

a
或 [F(x)]ba,从而式

(3 9)可以写成

∫
b

a
f(x)dx=F(x)

b

a
=F(b)-F(a).

公式(3 9)称为牛顿 莱布尼茨公式,也称为微积分基本公式.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

a>b时,牛顿 莱布尼茨公式依然成立.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

由此可知,【应用案例】中的结果具有一般意义.
 

牛顿 莱布尼茨公式是联系微分法逆运

算———不定积分与定积分的桥梁.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例3.4.5 计算下列定积分.

(1)
 

∫
1

0
x2dx.    (2)

  

∫
3

-1

dx
1+x2.    (3)

  

∫
-1

-2

1
xdx.

解 (1)
 

∫
1

0
x2dx=

1
3x

3
1

0
=
1
3.

(2)
 

∫
3

-1

dx
1+x2=arctanx

3

-1
=arctan3-arctan(-1)=

7
12π.

(3)
 

∫
-1

-2

1
xdx=ln|x|

-1

-2
=-ln2.

  2.
 

两个运算法则

若函数f(x)和g(x)在区间[a,b]上连续,k、α与β均为常数,则有

法则3.4.1 ∫
b

a
[f(x)±g(x)]dx=∫

b

a
f(x)dx±∫

b

a
g(x)dx.

该法则可以推广到有限个连续函数的情形.

法则3.4.2 ∫
b

a
kf(x)dx=k∫

b

a
f(x)dx.
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第三章 一元函数积分学  

推论3.4.1 ∫
b

a
[αf(x)±βg(x)]dx=α∫

b

a
f(x)dx±β∫

b

a
g(x)dx.

例3.4.6 计算下列定积分.

(1)
 

∫
1

0
(2x3· x +x+2x·3x)dx. (2)

  

∫
π
3

π
4

cot2xdx.

解 (1)
  

∫
1

0
(2x3· x +x+2x·3x)dx=∫

1

0
2x

7
2 +x+6x  dx

= 2·29x
9
2 +

1
2x

2+
6x

ln6
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1

0
=
17
18+

5
ln6.

(2)
 

∫
π
3

π
4

cot2xdx=∫
π
3

π
4

(csc2x-1)dx=(-cotx-x)
π
3

π
4

=1-
3
3 -

π
12.

●大●展●身●手
例3.4.7 计算∫

π

0
sinx-sin3xdx.

解 ∫
π

0
sinx-sin3xdx=∫

π

0
sinx|cosx|dx

=∫
π
2

0
sinxcosxdx+∫

π

π
2

sinx(-cosx)dx

=
2
3
(sinx)

3
2

π
2

0
-
2
3
(sinx)

3
2

π

π
2

=
4
3.

例3.4.8 某银行推出一种储蓄产品,该产品的连续复利利率随持有时间动态增长,计

算公式为r(t)=
1
25+

1
200t(t为投资年数).求在开始2年,即时间间隔[0,2]内的平均

利率.
解 由于

∫
2

0
r(t)dt=∫

2

0

1
25+

1
200t  dt=

1
25t+

1
300t

3
2  

2

0
=
2
25+

2
150
,

那么由性质3.3.4,平均利率为∫
2

0
r(t)dt

2-0 =
1
25+

2
300≈4.47%.

即在最初的2年内平均利率约为4.47%.
直接利用牛顿 莱布尼茨公式计算定积分,必须先求出被积函数的原函数,然后代入上、下限.

但是在许多情况下,这样的运算比较复杂,有时甚至原函数的求解不是一目了然.为了进一步解决

定积分的计算问题,我们介绍定积分的两种积分方法———换元积分法和分部积分法.

  三、
 

定积分的换元积分法

定理3.4.3 设函数y=f(x)在区间 [a,b]上连续,函数x=φ(t)满足条件:
(1)

 

φ(α)=a,φ(β)=b.

·961·
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(2)
 

φ(t)在 [α,β](或 [β,α])上具有连续导数,且其值域Rφ =[a,b]①,

则有 ∫
b

a
f(x)dx=∫

β

α
f[φ(t)]φ'(t)dt. (3 10)

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

式(3 10)称为定积分的换元积分公式;
(2)

 

定积分在换元积分时,要记住“换元要同时换限”,同时注意上、下限的对应关系,不
一定是α小于β.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例3.4.9 计算下列定积分.

(1)
 

∫
4

0

x+2
2x+1

dx. (2)
  

∫
1

-1

x
5-4x

dx.(3)
 

∫
7

0

1
1+

3
x+1

dx.

解 (1)
 

令 2x+1=t,则x=
1
2
(t2-1),dx=tdt.当x=0时,t=1;当x=4时,t=3.

从而∫
4

0

x+2
2x+1

dx=∫
3

1

t2-1
2 +2

t tdt=
1
2∫

3

1
(t2+3)dt=

1
2

t3

3+3t􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 3

1
=
22
3.

(2)
 

令 5-4x=t,则x=
5-t2

4
,dx= -

1
2tdt.当x= -1时,t=3;当x=1时,t=1.

从而∫
1

-1

x
5-4x

dx=∫
1

3

5-t2

4t -
t
2  dt=

1
8∫

1

3
(t2-5)dt=

1
8

t3

3-5t􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1

3
=
1
6.

(3)
 

令 3
x+1=t,则x=t3-1,dx=3t2dt.当x=0时,t=1;当x=7时,t=2.

从而∫
7

0

1
1+

3
x+1

dx=∫
2

1

3t2

1+tdt=3∫
2

1

t2-1+1
1+t dt=3∫

2

1
t-1+

1
1+t  dt

=3
t2

2-t+ln(1+t)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2

1
=
3
2+3ln

3
2.

●大●展●身●手
*例3.4.10 计算∫

a

0
a2-x2dx(a>0).

解 令x=asint,则
 

dx=acostdt.当x=0时,t=0;当x=a 时,t=
π
2.从而

∫
a

0
a2-x2dx=a2∫

π
2

0
cos2tdt=a2∫

π
2

0

1+cos2t
2 dt=a2 t

2+
sin2t
4

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

π
2

0
=
πa2

4 .

·071·

① 当φ(t)的值域Rφ 超出[a,b],但φ(t)满足其余条件时,只要f(x)在Rφ 上连续,定理的结论仍然

成立.
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第三章 一元函数积分学  

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

本题也可以利用定积分的几何意义求解.详细过程参考例3.3.3(2).
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.4.11 计算∫
1
2

0

x+1
1-x2

dx.

解 ∫
1
2

0

x+1
1-x2

dx=∫
1
2

0

x
1-x2

dx+∫
1
2

0

1
1-x2

dx

= -
1
2∫

1
2

0

1
1-x2

d(1-x2)+arcsinx
1
2

0
=- 1-x2

1
2

0+
π
4

=1+
π
4-

2
2.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在定积分计算中,如果使用凑微分法,则无需换元,且“不换元则无需变限”.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.4.12 某投资公司向一企业投资1000万元,年利率为5%,在20年中每年将获得

收益200万元,求总收益的现值R 和投资回收期T.
解 已知f(t)=200,r=0.05,T=20,代入现值公式得

R=∫
20

0
200e-0.05tdt=

200
0.05

(1-e-0.05×20)≈2528.48(万元).

由∫
T

0
200e-0.05tdt=1000,得-4000e-0.05T +4000=1000,e-0.05T =0.75.

解得T=20(2ln2-ln3)≈5.75(年).

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

资本现值与投资问题

设在时间区间 [0,T]内t时刻的收益率(表示单位时间的收益)为f(t),若按年利率r

做连续复利计算,则获得的总收益现值为R=∫
T

0
f(t)e-rtdt.

特别地,当收益率f(t)为常数a(称为均匀收益流量)时,总收益现值为

R=∫
T

0
ae-rtdt=

a
r

(1-e-rT).

进行某项投资后,将投资期内总收益的现值与总投资的差额称为该项投资纯收益的

(贴)现值,即

纯收益的(贴)现值L=总收益的现值R-总投资C.

·171·
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当总收益的现值R 与总投资额C 相等时,正好收回投资.此时对均匀收益率的投资项目

有 a
r

(1-e-rT)=C,故收回投资的时间为

T=
1
rln

a
a-Cr.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

(1)
 

若f(x)在 [-a,a]上连续,则

∫
a

-a
f(x)dx=

0 f(x)为奇函数

2∫
a

0
f(x)dx f(x)为偶函数

; 
*(2)

 

若f(x)在[0,1]上连续,则

∫
π
2

0
f(sinx)dx=∫

π
2

0
f(cosx)dx;

*(3)
 

若f(x)在[0,1]上连续,则

∫
π

0
xf(sinx)dx=

π
2∫

π
2

0
f(sinx)dx.

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.4.13 计算∫
1

-1
(x3+1) 1-x2dx.

解 ∫
1

-1
(x3+1) 1-x2dx=∫

1

-1
x3 1-x2dx+∫

1

-1
1-x2dx

=0+2∫
1

0
1-x2dx=

π
2.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

在定积分计算中,如果积分区间关于原点对称,则可以先考查被积函数奇偶性以便简化

计算.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  四、
 

定积分的分部积分法

根据不定积分的分部积分法以及微积分基本公式有

∫
b

a
u(x)v'(x)dx=∫u(x)v'(x)dx  

b

a
= u(x)v(x)-∫v(x)u'(x)dx  

b

a

=[u(x)v(x)]ba -∫
b

a
v(x)u'(x)dx.
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从而得定积分的分部积分公式

∫
b

a
uv'dx=[uv]ba -∫

b

a
vu'dx (3 11)

或 ∫
b

a
udv=[uv]ba -∫

b

a
vdu. (3 12)

●小●试●牛●刀

例3.4.14 计算 (1)
 

∫
2

1
(2x+1)lnxdx;(2)

 

∫
1
2

0
arcsinxdx.

解 (1)
 

∫
2

1
(2x+1)lnxdx=∫

2

1
lnxd(x2+x)=(x2+x)lnx

2

1
-∫

2

1
(x+1)dx

=6ln2-
x2

2 +x􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2

1
=6ln2-

5
2.

(2)
 

∫
1
2

0
arcsinxdx=[xarcsinx]

1
2
0 -∫

1
2

0

xdx
1-x2

=
π
12-(- 1-x2)

1
2

0
=
π
12+

3
2 -1.

●大●展●身●手

例3.4.15 计算∫
π
2

-
π
2

(x2+x)sinxdx.

解 ∫
π
2

-
π
2

(x2+x)sinxdx=∫
π
2

-
π
2

x2sinxdx+∫
π
2

-
π
2

xsinxdx=0+2∫
π
2

0
xsinxdx

=-2∫
π
2

0
xd(cosx)= -2xcosx

π
2

0
-∫

π
2

0
cosxdx  =2sinx

π
2

0

=2.

例3.4.16 计算∫
4

1

lnx
x
dx.

解 ∫
4

1

lnx
x
dx=2∫

4

1
lnxd x =[2 xlnx]41-2∫

4

1
x 1

xdx

=[2 xlnx-4 x]41=4(2ln2-1).

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

计算过程中,应注重积分方法和常用结论的综合运用.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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小智囊*􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

利用分部积分法可以得到如下递推公式:

In =∫
π
2

0
sinnxdx=∫

π
2

0
cosnxdx=

n-1
n

·n-3
n-2

·…·3
4

·1
2

·π
2 n 为正偶数

n-1
n

·n-3
n-2

·…·4
5

·2
3

·1 n 为大于1的正奇数
.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

  四、
 

无穷区间的反常积分

应用案例

某投资公司正在评估一项长期基础设施投资项目,该项目的初始投资成本为1亿元,预
计每年可以带来1000万元的均匀收益.假设投资的年利率为5%,且该项目可以无限期持续

运营,试求该投资项目在无限期情况下的纯收益的(贴)现值.
这个纯收益的(贴)现值怎么计算呢?

定义3.4.2 设函数f(x)在区间[a,+∞)上连续,取t>a,如果极限lim
t→+∞∫

t

a
f(x)dx

存 在,则 称 此 极 限 值 为 函 数 f(x)在 无 穷 区 间 [a,+ ∞)上 的 反 常 积 分,记 作

∫
+∞

a
f(x)dx,即

∫
+∞

a
f(x)dx=lim

t→+∞∫
t

a
f(x)dx. (3 13)

这时也称反常积分∫
+∞

a
f(x)dx 收敛;否则,称反常积分∫

+∞

a
f(x)dx 发散.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

反常积分∫
+∞

a
f(x)dx 发散时,仍可使用记号“∫

+∞

a
f(x)dx ”,但只是形式上写出,不表

示数值.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例3.4.17 计算∫

+∞

1
2

1
x2dx.

解 ∫
+∞

1
2

1
x2dx=lim

t→+∞∫
t

1
2

1
x2dx=lim

t→+∞
-
1
x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 
t

1
2
 =limt→+∞

-
1
t +2  =2.

类似地,有如下定义:

定义3.4.3 设函数f(x)在 (-∞,b]上连续,取t<b.如果极限lim
t→-∞∫

b

t
f(x)dx 存
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在,则称此极限值为函数f(x)在无穷区间 (-∞,b]上的反常积分,记作∫
b

-∞
f(x)dx,即

∫
b

-∞
f(x)dx=lim

t→-∞∫
b

t
f(x)dx. (3 14)

这时也称反常积分∫
b

-∞
f(x)dx 收敛;否则,称反常积分∫

b

-∞
f(x)dx 发散.

定义3.4.4 设函数f(x)在(-∞,+∞)上连续,任意的c∈(-∞,+∞),如果反常

积分∫
+∞

c
f(x)dx 和∫

c

-∞
f(x)dx 都收敛,则称上述两反常积分之和为函数f(x)在无穷区

间 (-∞,+∞)上的反常积分,记作∫
+∞

-∞
f(x)dx,即

∫
+∞

-∞
f(x)dx=∫

c

-∞
f(x)dx+∫

+∞

c
f(x)dx=lim

t→-∞∫
c

t
f(x)dx+lim

t→+∞∫
t

c
f(x)dx.

(3 15)

这时也称反常积分∫
+∞

-∞
f(x)dx 收敛;否则称反常积分∫

+∞

-∞
f(x)dx 发散.

一般情况下,c取0.

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

若F'(x)=f(x),则

∫
+∞

a
f(x)dx=[F(x)]+∞

a =lim
x→+∞

F(x)-F(a);

∫
b

-∞
f(x)dx=[F(x)]b-∞ =F(b)-lim

x→-∞
F(x);

∫
+∞

-∞
f(x)dx=[F(x)]+∞

-∞ =lim
x→+∞

F(x)-lim
x→-∞

F(x).

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

●小●试●牛●刀
例3.4.18 计算∫

+∞

0

dx
1+x2.

解 ∫
+∞

0

dx
1+x2=[arctanx]+∞0 =lim

x→+∞
arctanx-arctan0=

π
2.

例3.4.19 计算∫
+∞

1

dx
x .

解 ∫
+∞

1

dx
x =[lnx]+∞1 =lim

x→+∞
lnx-ln1.

因为 lim
x→+∞

lnx=+∞,所以原式=+∞,即不存在,故∫
+∞

1

dx
x

发散.

上式所写“=”无意义,仅为表达方便.

例3.4.20 计算∫
0

-∞
exdx.
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解 ∫
0

-∞
exdx=[ex]0-∞ =e0-lim

x→-∞
ex =1-0=1.

例3.4.21 计算∫
+∞

-∞

dx
1+x2.

解 ∫
+∞

-∞

dx
1+x2=[arctanx]+∞-∞ =

π
2- -

π
2  =π.

例3.4.22 计算∫
+∞

2
π

1
x2sin

1
xdx.

解 ∫
+∞

2
π

1
x2sin

1
xdx= cos1x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

+∞

2
π

=lim
x→+∞

cos1x -cos
π
2=1.

●大●展●身●手
例3.4.23 计算∫

0

-∞
xexdx.

解 ∫
0

-∞
xexdx=∫xexdx  

0

-∞
=∫xdex  

0

-∞
= xex -∫exdx  

0

-∞

=[xex -ex]0-∞ =-1-lim
x→-∞

(xex -ex)=-1.

例3.4.24 证明反常积分∫
+∞

1

dx
xp

 

当p>1时收敛,p≤1时发散.

证明 p=1见例3.4.19;

当p≠1时,∫
+∞

1

dx
xp =

x1-p

1-p
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +∞

1
=lim

x→+∞

x1-p

1-p-
1

1-p=
1

p-1 p>1

+∞ p<1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

综上,∫
+∞

1

dx
xp =

1
p-1 p>1

+∞ p≤1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

例3.4.25 求【应用案例】中纯收益的(贴)现值.
解 由例3.4.12处【小智囊】,
已知C=10000(万元),a=1000(万元),r=0.05,T →+∞.
可得无限期的总收益现值为

R=∫
+∞

0
ae-rtdt=∫

+∞

0
1000e-0.05tdt=

1000
-0.05

e-0.05t􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +∞

0

=lim
t→+∞

1000
-0.05

e-0.05t+
1000
0.05=

1000
0.05=20000(万元).

纯收益的(贴)现值为

L=R-C=20000-10000=10000(万元).

即该投资项目在无限期情况下的纯收益的(贴)现值为1亿元.
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习题3.4

●小●试●牛●刀
1.

 

求下列函数的导数.

(1)
 

∫
x

0
ln(1+t)dt. (2)

  

∫
-1

x
t2sintdt.

2.
 

计算下列定积分.

(1)
 

∫
π
3

0
sinxdx. (2)

 

∫
2

1
2ex +

1
x  dx.

(3)
 

∫
2

0
(4-2x)(4-x2)dx. (4)

 

∫
π
2

0
cos2x2dx.

(5)
 

∫
1

0

3x +4·5x

2x dx. (6)
 

∫
5

0
|2x-4|dx.

(7)
 

∫
π
3  2

π
6  2

cos x
x
dx. (8)

 

∫
π
2

0
cos5xsinxdx.

(9)
 

∫
1

0

2x
2+5x2dx. (10)

 

∫
1

0

ex

1+ex
dx.

(11)
 

∫
3

-3

x5sin2x
1+x2+x4dx. (12)

  

∫
π
4

-
π
4

1+x3

cos2x
dx.

3.
 

利用换元积分法计算下列定积分.

(1)
 

∫
4

0

1
1+ x

dx. (2)
 

∫
16

4

x
x +1

dx.

(3)
 

∫
2

0

dx
x+1+ (x+1)3

. (4)
 

∫
64

1

1
x(

3
x +1)

dx.

4.
 

利用分部积分法计算下列定积分.

(1)
 

∫
3

0
arctanxdx. (2)

 

∫
2

1
xlnxdx.

(3)
 

∫
1

0
xe-xdx. (4)

 

∫
π
3

π
4

x
sin2x

dx.

(5)
 

∫
e

1
ln3xdx. (6)

 

∫
2π

0
xcos2xdx.

5.
 

计算下列反常积分.

(1)
 

∫
+∞

1

dx
x2. (2)

 

∫
+∞

0
e-xdx.

(3)
 

∫
0

-∞
cosxdx. (4)

 

∫
0

-∞
xe-x2dx.

(5)
 

∫
+∞

e

dx
xlnx. (6)

 

∫
+∞

-∞

dx
9+3x2.
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6.
 

已知某投资总额为100万元,在10年中每年可获收益20万元,年利率5%,试求:
(1)

 

该投资的纯收益的(贴)现值;
(2)

 

回收该项投资的时间.

●大●展●身●手
7.

 

求下列函数的导数.

(1)
 

∫
sinx

0
etdt. (2)

 

∫
x2

0
sintdt.

8.
 

求下列极限.

(1)
 

lim
x→0

∫
x

0

1-cost
t dt

x . (2)
 

lim
x→0

∫
x

0
[ln(1+t)-t]dt

ex
3

-1
.

9.
 

计算下列定积分.

(1)
 

∫
π
3

0

cos2x
cosx-sinx

dx. (2)
  

∫
π
4

0
tan3xdx.

(3)
 

∫
2

1

dx
x(x4+1)

. (4)
  

∫
2

1

dx
x+x3.

(5)
 

∫
1

0
e
3xdx. (6)

  

∫
1

0

ex

ex +e-x
dx.

(7)
 

∫
ln2

0
x3e-x2dx. (8)

   

∫
2

1
xlnxdx.

*(9)
 

∫
3
2

1
2

x2

1-x2
dx. *(10)∫

3

1

dx
x x2+1

.

*(11)∫
1
2

-
1
2

xarcsinx
1-x2

dx. *(12)∫
3

-3
x2 9-x2dx.

10.
 

计算下列反常积分.

(1)
 

∫
+∞

0

dx
(x+2)(x+3)

. (2)
  

∫
+∞

-∞

dx
x2+4x+5

.

(3)
 

∫
+∞

1

dx
x2(x+1)

. (4)
  

∫
+∞

0
e- xdx.

11.
 

已知某企业按年利率10%(连续复利)贷款100万元购买某设备,该设备10年后完

全失去价值,在10年中公司每年收益为b万元,试求:
(1)

 

b为何值时,公司不会亏本?
(2)

 

b=20万元时,纯收益的(贴)现值.
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第五节 定积分的应用

应用案例

农业科技现代化是实现乡村振兴和粮食安全的重要保障,不仅提高了农业生产效率,还
推动了资源节约和环境保护.某农业科技公司正在评估一种新型智能灌溉设备的生产效率,
已知边际产量Q'(t)是一个关于时间t的连续函数(单位:台/小时),现需要计算该设备从

时刻a 到时刻b的总产量.

  一、
 

定积分的元素法

在前面我们用定积分表示过曲边梯形的面积和资本现值.解决这两个问题的基本思想

是:分割、近似代替、求和、取极限.这四个步骤在实际应用时显得比较烦琐.为简便起见,人
们在许多应用学科中经常采用微元分析法(或称元素法),这个方法是根据上面四个步骤,但
是更突出了“细分”与“求和”,将四个步骤简化成两个步骤.

 图3 11

第一步 无限细分区间 [a,b],取有代表性的子区间 [x,x+
dx](如图3 11),求出相应于这个子区间的部分量ΔU 的近似值

ΔU ≈f(x)·dx,

这个值称为整体量的微元,记为dU,即dU=f(x)·dx.
第二步 求和,把这些微元对区间 [a,b]无限求和,即得整体

量U 的值

U=∫
b

a
f(x)dx.

说明 本章总假定函数f(x)在区间 [a,b]上连续,整体量U 对区间 [a,b]具有可

加性.
应用定积分的元素法,不仅可以计算曲边梯形的面积,还可以计算一些比较复杂的平面

图形的面积及经济学中不均匀产出的产量.
在【应用案例】中,如果边际产量Q'(t)=q(q 为常数,即产量均匀),那么总产量Q =

q(b-a).
当边际产量不均匀时,采用如下步骤.
(1)

 

取微元 在区间 [a,b]上取有代表性的子区间 [t,t+dt],产量ΔQ 的近似值为

Q'(t)dt,称为产量微元,记为dQ,即

dQ=Q'(t)dt.
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  (2)
 

求积分 在时间段 [a,b]内总产量为

Q=∫
b

a
Q'(t)dt.

  二、
 

直角坐标系下平面图形的面积

●小●试●牛●刀
例3.5.1 求由两条抛物线y=x2,y2=x 所围成的图形的面积.

解 解方程组
y=x2

y2=x ,得两抛物线的交点为(0,0)和(1,1)(如图3 12).

利用微元法,选x 作为积分变量,无限细分区间[0,1],在小区间[x,x+dx]上与其相

对应的小窄条的面积近似于高为 x -x2,底为dx 的小矩形的面积,故面积微元dA =
(x -x2)dx,面积微元对区间 [0,1]无限求和,从而有面积

A=∫
1

0
(x -x2)dx=

2
3x

3
2 -

1
3x

3􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1

0
=
1
3.

 图3 12
  

 图3 13

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

设曲线y=f(x),y=g(x)在区间 [a,b]上连续,且f(x)≥g(x)(x∈[a,b]),则由

曲线y=f(x),y=g(x)与直线x=a,x=b所围成的平面图形(如图3 13所示)的面积

A=∫
b

a
[f(x)-g(x)]dx. (3 16)

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.5.2 求由曲线y=sinx,y=sin2x 在[0,π]上所围图形的面积.

解 解方程组
y=sinx
y=sin2x

, 求得曲线在[0,π]上的交点为(0,0), π
3
,3
2  和 (π,0).

(如图3 14所示),所以有

A=∫
π
3

0
(sin2x-sinx)dx+∫

π

π
3

(sinx-sin2x)dx

= -
1
2cos2x+cosx  

π
3

0
+ -cosx+

1
2cos2x  

π

π
3

=
5
2.
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 图3 14
  

 图3 15

小智囊 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

类似地,可得由曲线x=φ(y),x=ψ(y)(ψ(y)≥φ(y))与直线y=c,y=d 所围成的

图形(如图3 15所示)面积

A=∫
d

c
[ψ(y)-φ(y)]dy (3 17)

􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

例3.5.3 求抛物线y2=2x 与直线y=x-4所围图形面积.

解 解方程组
y2=2x
y=x-4 ,求得交点为(2,-2),(8,4)(如图3 16所示).所以所求图

形面积为

图3 16

A=∫
4

-2
y+4-

1
2y

2  dy= y2

2+4y-y3

6  
4

-2
=18.

小提示 􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂

式(3 16)、(3 17)可以直接用于计算平面图形面积,主要区别在于积分变量的选择不

同,应根据平面图形的特点以及计算的难易程度,做出恰当的选择.
􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
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●大●展●身●手

 图3 17

例3.5.4 求由曲线y=x2,y=x,y=2x 所围成的图形

面积.

解 解方程组 y=x2

y=x ,求得交点为(0,0),(1,1)(如图

3 17所示).

解方程组 y=x2

y=2x ,求得交点为(0,0),(2,4).

所以所求图形面积为

A=∫
1

0
(2x-x)dx+∫

2

1
(2x-x2)dx=

x2

2  
1

0
+ x2-

x3

3  
2

1
=
7
6.

习题3.5

●小●试●牛●刀
1.

 

求下列图形中阴影部分的面积.
(1)   (2)   (3)

(4)   (5)   (6)

2.
 

求下列曲线所围成的图形的面积.
(1)

 

y=cosx,y=sinx,x=0,x=π. (2)
  

y= x,y=x.

(3)
 

y=1-
x2

4
,y=-

5
12x. (4)

  

xy=1,y=x,y=2.
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●大●展●身●手
3.

  

求由抛物线y=-x2+4x-3及其在点(0,-3),(3,0)处的切线所围成的图形的

面积.
4.

  

求由星形线x=acos3t,y=asin3t所围图形(如图3 18)的面积.

图3 18

第六节 积分在经济分析中的应用

在企业经营管理过程中,管理者经常会面临有关成本和收益的分析,来帮助其在项目实

施过程中能清醒地认识到以何种方式降低投入成本,提高价值收益,不断调整和优化企业的

生产和经营策略.本节将介绍总成本和总收益等经济函数的相关计算和分析,并将总成本与

收益、利润等进行比较,以获得有意义的分析指标.

  一、
 

由边际函数求经济函数

在微分学中,如果对总成本、总收益、总利润函数等求导,就得到其边际函数(边际成本、
边际收益、边际利润等),由于积分与微分互为逆运算,所以对边际函数积分便可以得到经济

函数.下面介绍如何应用不定积分求经济函数.

例3.6.1 已知某产品总产量在时刻t时的变化率为Q'(t)=30+12t,求该产品的总

产量Q 与时间t的函数关系式Q(t).
解 该产品的总产量Q 与时间t的函数关系式为

Q(t)=∫Q'(t)dt=∫(30+12t)dt=30t+12·
2
3t

3
2 +C=30t+8 t3 +C.

由Q(0)=0,代入上式得C=0,所以该产品的总产量函数为Q(t)=30t+8t
3
2(t≥0).

例3.6.2 设某产品的边际成本函数C'(q)=600+2q(元/件),其中q为产量,且生产

100件产品的成本为80000元,求总成本函数和固定成本.
解 总成本函数C(q)是边际成本函数的一个原函数,因此,总成本函数为

C(q)=∫C'(q)dq=∫(600+2q)dq=600q+q2+C.
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因为C(100)=80000,代入上式得C=10000.
所以总成本函数为C(q)=q2+600q+10000(q∈Ν).
固定成本为C(0)=10000(元).

例3.6.3 已知某产品的边际收益函数R'(q)=200-
2
3q
,其中q为销售量,求总收益

函数及需求函数.

解 总收益函数为R(q)=∫R'(q)dq=∫200-
2
3q  dq=200q-

1
3q

2+C.

因为R(0)=0,代入上式得C=0.

所以总收益函数为R(q)=200q-
1
3q

2(q∈Ν).

由R(q)=p·q=200q-
1
3q

2=(200-
1
3q
)q,得p=200-

1
3q
,

那么q=600-3p,这里的销售量q可以理解为需求量Q,
于是需求函数为Q(p)=600-3p(0≤p≤200).
例3.6.4 设某商品的需求量Q 是价格p 的函数,即Q=Q(p),该商品的最大需求量

为2000(即p=0时,Q=2000),已知边际需求函数Q'(p)=-2000ln3·
1
3  p

,求该商品

的需求函数.

解 需求函数为Q(p)=∫Q'(p)dp=∫-2000ln3·
1
3  p􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dp

=-2000ln3·
1

ln13

1
3  p

+C=2000
1
3  p

+C.

因为Q(0)=2000,代入上式得C=0.

所以该商品的需求函数为Q(p)=2000
1
3  p

(p≥0).

例3.6.5 某工厂生产某款电视机q百台时的边际成本表示为C'(q)=0.02q+10(万
元/百台),边际收益为R'(q)=30-0.02q(万元/百台),固定成本为100万元,试求该款电

视机的利润函数L(q),并讨论最大利润问题.

解 总成本函数为C(q)=∫C'(q)dq=∫(0.02q+10)dq=0.01q2+10q+C1.

因为C(0)=100,代入上式得C1=100.
所以总成本函数为C(q)=0.01q2+10q+100.

总收益函数为R(q)=∫R'(q)dq=∫(30-0.02q)dq=30q-0.01q2+C2.

因为R(0)=0,代入上式得C2=0.
所以总收益函数为R(q)=30q-0.01q2.
于是该款电视机的总利润函数为

L(q)=R(q)-C(q)=30q-0.01q2-(0.01q2+10q+100)

=-0.02q2+20q-100(q≥0).
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令L'(q)=-0.04q+20=0,解得q=500(百台).
因为L″(q)=-0.04<0,
所以q=500时,利润最大,此时边际收益等于边际成本,利润为

L(500)=-0.02×5002+20×500-100=4900(万元).
即该电视机的产量为5万台时,能获得最大利润4900万元.

  二、
 

由边际函数求经济总量及其改变量

如果已知某经济量的变化率(即边际经济函数),需要求该经济函数在某一条件下的经

济总量或某一时期、某一区间内的经济改变量,则用定积分来解决较方便.下面介绍如何应

用定积分求经济总量及其改变量.
例3.6.6 已知某玩具厂生产的某款遥控车,其总产量Q 在时刻t的变化率Q'(t)=

-
3
5t

2+2t+80(万辆/年),求前5年的总产量.

解 总产量Q(t)是变化率Q'(t)的原函数,因此,从开始到第5年末的总产量:

Q(5)-Q(0)=∫
5

0
Q'(t)dt=∫

5

0
-
3
5t

2+2t+80  dt
= -

1
5t

3+t2+80t  
5

0
=400(万辆).

即前5年的总产量为400万辆.
例3.6.7 已知生产某款服装的边际成本函数C'(q)=600-2q(元/件),且固定成本为

1万元,其中q为产量.求该款服装产量为100件时的总成本,并求产量从100件再增加100
件时要追加多少投资.

解 固定成本为C(0)=10000(元).

由公式∫
100

0
C'(q)dq=C(100)-C(0),

得到C(100)=∫
100

0
C'(q)dq+C(0)=∫

100

0
(600-2q)dq+C(0)

=(600q-q2)
100

0
+10000=60000(元).

即该款服装产量为100件时的总成本是6万元.

因为C(200)-C(100)=∫
200

100
(600-2q)dq=(600q-q2)

200

100
=30000(元).

所以该款服装产量从100件再增加100件时,需要追加投资3万元.
例3.6.8 已知生产某商品q件时的边际收益为R'(q)=-0.08q+25

 

(万元/件),边际

成本为C'(q)=
 

5(万),求产量从250t增加到300件时的销售收益R(q)、总成本C(q)、利
润L(q)的改变量(增量).

解 边际利润为

L'(q)=R'(q)-C'(q)=-0.08q+20.

R(300)-R(250)=∫
300

250
(-0.08q+25)dq=150(万元).
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C(300)-C(250)=∫
300

250
5dq=250(万元).

L(300)-L(250)=∫
300

250
(-0.08q+20)dq=-100(万元).

例3.6.9 已知某产品总产量的变化率是时间t的函数:Q'(t)=3t+6(万件/年),求第

一个五年和第二个五年的总产量各为多少件?
解 第一个五年的总产量为

Q(5)-Q(0)=∫
5

0
(3t+6)dt=

3t2

2 +6t  
5

0
=67.5(万件).

第二个五年的总产量为

Q(10)-Q(5)=∫
10

5
(3t+6)dt=

3t2

2 +6t  
10

5
=142.5(万件).

例3.6.10 已知生产某款游戏机q台时的边际收益R'(q)=50-q(元/台),求
(1)

 

生产10台游戏机时的总收益及平均收益;
(2)

 

游戏机从10台增加到
 

20台时,总收益的变化以及对应的平均收益.
解 (1)因为R'(q)=50-q,

所以R(10)=∫
10

0
R'(q)dq+R(0)=∫

10

0
(50-q)dq+0= 50q-

1
2q

2  
10

0
=450(元).

R
-
(10)=

R(10)
10 =45(元/台).

即生产10台游戏机时的总收益为450元,平均收益为每台45元.
(2)

 

游戏机从10台增加到20台时,

R(20)-R(10)=∫
20

10
R'(q)dq=∫

20

10
(50-q)dq= 50q-

1
2q

2  
20

10
=350(元).

R(20)-R(10)
20-10 =

350
10=35(元/台).

即该款游戏机从
 

10台增加到20台时,总收益增加
 

350元,平均收益为每台35元.
例3.6.11 设某产品的总成本C(万元)的变化率是产量q(百台)的函数:C'(q)=4+

q
4
,总收益R (万元)的变化率是产量q的函数:R'(q)=8-q.

(1)
 

求产量由100台增加到500台时总成本与总收益各增加多少?
(2)

 

已知固定成本C(0)=1(万元),分别求出总成本、总利润与总产量的函数关系式.
解 (1)

  

产量由100台增加到500台时总成本与总收益分别为

C(5)-C(1)=∫
5

1
4+q

4  dq= 4q+q2

8  
5

1
=19(万元),

R(5)-R(1)=∫
5

1
(8-q)dq= 8q-q2

2  
5

1
=20(万元).

(2)
 

C(q)=∫4+q
4  dq=4q+q2

8+C.

·681·

南
京
大
学
出
版
社
版
权
所
有



第三章 一元函数积分学  

又C(0)=1,得C=1,故总成本函数C(q)=4q+q2

8+1.

由于R'(q)=8-q,且R(0)=0,故总边际收益R(q)=0+∫
q

0
(8-q)dq=8q-q2

2.

由L(q)=R(q)-C(q),
 

得总利润函数为

L(q)=-1+4q-
5q2

8 .

习题3.6

●小●试●牛●刀
1.

 

已知生产某产品q件时的边际成本为180q
-
1
3,且生产1000件的成本为29000元,求

该产品的成本函数C(q)和固定成本.
2.

 

已知销售某种医疗设备的边际收益函数为6q-q2(万元/万台),其中q为销售量.试
求该设备的总收益函数和收益最大时的销售量和最大收益.
3.

 

某厂生产的某款一次性水杯,其总产量的变化率Q'(t)=6t+10(万个/年),求该款

水杯从第5年末到第10年末的总产量.

4.
 

已知销售某款豆浆机q件时的边际收益R'(q)=300-
2
5q
(元/件),求该款豆浆机的

销量从100件增加到300件时所得的销售收益.

●大●展●身●手
5.

 

已知某商品的边际收益函数为5-q,其中q 为销售量,试求该商品的总收益函数

R(q)平均收益函数R
-
(q)以及需求函数Q(p).

6.
 

已知某厂生产某种化肥的边际成本为C'(q)=100+
50
q
(元/吨),

 

其中q为产量.求

当化肥产量从10000吨增加到40000吨时,需要增加多少成本,并求此时平均每吨要增加多

少成本.
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本章结构图

趣味阅读(三)

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀦻 􀦻

􀦻􀦻

中国南北朝时期数学家祖

祖暅,字景烁,(456年—536年)范阳遒县(今河北涞水)人.中国南北朝时期数学

家、天文学家,祖冲之之子.同父亲祖冲之一起圆满解决了球面积的计算问题,得到正确

的体积公式,并据此提出了著名的“祖暅原理”.
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  祖暅原理,又称等幂等积定理,是一个涉及几何求体积的著名命题.《缀术》是中国

南北朝时期的一部算经,汇集了祖冲之父子的数学研究成果.祖冲之父子总结了魏晋时

期著名数学家刘徽的有关工作,在《缀术》有云“幂势既同则积不容异”,即等高的两立

体,若其任意高处的水平截面积相等,则这两立体体积相等.
祖暅原理主要应用于计算一些复杂的几何体的体积.在西方,直到17世纪,这一原

理才由意大利数学家卡瓦列里(Bonaventura·Cavalieri,
 

1589年—1647年)发现.其在

于1635年出版的《连续不可分几何》中提出了等积原理,所以西方人称之为“卡瓦列里原

理”.其实,他的发现要比我国的祖暅晚1100多年.
由于家学渊源,祖暅从小也钻研数学.祖暅有巧思入神之妙,当他读书思考时,十分

专一,即使有雷霆之声,他也听不到.有一次,他边走路边思考数学问题,走着走着,竟然

撞了对面过来的仆射徐勉.“仆射”是很高的官,徐勉是朝廷要人,倒被这位年轻小子碰

得够戗,不禁大叫起来,这时祖暅方才醒悟.
据《南史》和《北史》记载,梁朝与北魏在边境地区常有冲突.在一次战役中,梁朝军

队失利,祖暅作为随军人员被北魏俘虏.北魏方面得知他是祖冲之的儿子,且本人也是

一位杰出的学者,因此对他颇为礼遇.北魏朝廷安排他住进了驿站,并提供了良好的生

活条件,希望他能留在北魏为朝廷效力.祖暅在此期间并未放弃学术研究,继续钻研数

学和天文学,甚至与北魏的学者进行了交流.后来,经过梁朝与北魏的谈判,祖暅得以返

回梁朝.
祖暅在科学上也取得了重大成就,《大明历》就是由于他的建议,才被梁朝采用.祖

暅还有不少其他科学发现,例如肯定北极星并非真正在北天极,而要偏离1度多等等.算
得这些结果,同他丰富的数学知识是分不开的.他还结识了一位天文学的爱好者信都

芳,两人常常在一起研讨天文、数学,十分投机.祖暅把自己的学问毫无保留地教给信都

芳,使他有很大进步.此外,他还研制了铜日圭、漏壶等精密观测仪器多种.祖暅的儿子

祖皓,续传家学,后来也成了数学家.
 

单元测试三(基础题)

一、
 

选择题(每题3分,共18分)

1.
 

在 (a,b)内,若f'(x)=g'(x),则一定有(  ).

A.
 

f(x)=g(x) B.
 

∫df(x)=∫dg(x)
C.

 

∫f(x)dx=∫g(x)dx D.
 

∫f(x)dx  '=∫g(x)dx  '
2.

 

下列各式中正确的是(  ).

A.
 

∫ 1
1-xdx=ln|1-x|+C B.

 

∫cos2xdx=sin2x+C

C.
 

∫ 1
1+ex

dx=ln(1+ex)+C D.
 

∫tan2x
1-sin2x

dx=
1
3tan

3x+C
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 经 济 数 学

3.
 

设函数Φ(x)=∫
2

x2
etcostdt,则函数Φ(x)的导数Φ'(x)等于(  ).

A.
  

2xex
2
cosx2 B.

  

-2xex
2
cosx2 C.

  

-2xexcosx D.
  

-ex
2
cosx2

4.
 

设f(x)为(-∞,+∞)的连续函数,则与∫
2

1
f
1
x  dx的值相等的定积分为(  ).

A.
 

∫
2

1

f(x)
x2 dx B.

 

∫
1

2

f(x)
x2 dx C.

 

∫
1

1
2

f(x)
x2 dx D.

 

∫
1
2

1

f(x)
x2 dx

5.
 

定积分∫
π

0
|cosx|dx=(  ).

A.
 

-2 B.
 

0 C.
 

2 D.
 

1

6.
 

设∫
+∞

a

1
xln2x

dx=
1
2ln2

,则积分下限a 的值为(  ).

A.
 

2 B.
 

4 C.
 

6 D.
 

8
二、

 

填空题(每空3分,共18分)

1.
 

若∫f(x)dx=F(x)+C,则∫e-xf(e-x)dx=     .

2.
 

设f(x)的一个原函数为x2,则∫f'(x)dx=    .
3.

 

已知Φ(x)=∫
x

0
sint2dt,则Φ'(x)=    .

4.
 

∫
2

-2
4-x2dx=    .

5.
 

函数f(x)=x2 在[0,1]上的平均值是    .

6.
 

∫
+∞

1

1
x4dx=    .

三、
 

计算题(每题4分,共48分)

1.
 

∫
(1-x)2

x x
dx. 2.

 

∫ x
2-x

dx.

3.
 

∫ dx
x2-x-6

. 4.
 

∫exdx
1+ex

.

5.
 

∫ xdx
cos2(1-3x2). 6.

 

∫lnxx2dx.

7.
 

∫
9

4
x(1+ x)dx. 8.

 

∫
4

0

x
2x+1

dx.

9.
 

∫
1

0

dx
1+ex

. 10.
 

∫
1

-1
xarctanxdx.

11.
 

∫
1

-∞
exdx. 12.

 

∫
+∞

-∞

1
x2+2x+2

dx.
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第三章 一元函数积分学  

  四、
 

综合题(第1题4分,第2、3题各6分,共16分)

1.
 

求由直线y=x,y=2x 及y=2所围图形面积.
2.

 

求由抛物线x2=4y(x>0),直线y=1及y 轴所围成的平面图形的面积.
3.

 

已知某产品的边际成本C'(q)=3+q(万元/百台),边际收益R'(q)=15-q(万元/
百台),试求:

(1)
 

产量q从200台增加到
 

300台时总成本和总收益各增加多少?
(2)

 

产量为多少时可获得最大利润?
(3)

 

在最大利润产量基础上再生产
 

100
 

台,总利润会发生什么变化?

单元测试三(提升题)

一、
 

选择题(每题3分,共18分)

1.
 

若∫f(x)dx=F(x)+C,则∫f(b-ax)dx=(  ).

A.
 

F(b-ax)+C B.
 

-
1
aF(b-ax)+C

C.
 

aF(b-ax)+C D.
 1
aF(b-ax)+C

2.
 

若∫f(x)dx=3e
x
3 -x+C,则lim

x→0

f(x)
x =(  ).

A.
 

3 B.
 

-3 C.
 1
3 D.

 

-
1
3

3.
 

若f(x)=e-x,则∫f'(lnx)
x dx=(  ).

A.
 1
x +C B.

 1
x

C.
 

-lnx+C D.
 

lnx+C
4.

 

下列不等关系中不正确的是(  ).

A.
 

∫
1

0
xdx≥∫

1

0
x3dx B.

 

∫
2

1
xdx≥∫

2

1
x3dx

C.
 

∫
2

1
xdx≥∫

2

1
lnxdx D.

 

∫
1

0
xdx≥∫

1

0
ln(x+1)dx

5.
 

lim
x→0

∫
x

0
sintdt

∫
x

0
tdt

的值等于(  ).

A.
 

-1 B.
 

0 C.
 

1 D.
 

2
6.

 

下列反常积分中收敛的是(  ).

A.
 

∫
+∞

1

1
xdx B.

 

∫
+∞

1

x
1+x2dx

C.
 

∫
+∞

1

1+x
1+x2dx D.

 

∫
+∞

1

1+x
x3 dx
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二、
 

填空题(每空3分,共18分)

1.
 

已知f(cosx)=sin2x,则∫f(x-1)dx=    .

2.
 

∫sinxcos
3x

1+cos2x
dx=    .

3.
 

设函数Φ(x)=∫
x2

0
ln(1+t)dt,则Φ″(1)=    .

4.
 

定积分∫
1

-1
(xcos4x+|x|)dx 的值为    .

5.
 

lim
x→0+

∫
x2

0
arcsin2tdt

x3 =    .

6.
 

∫
+∞

2

1
(x-1)3

dx=    .

三、
 

计算题(每题4分,共48分)

1.
 

∫3x
2-2x- x

x x
dx. 2.

 

∫ 1
(x2+1)(x2+2)

dx.

3.
 

∫3x+2
sin2x

dx. 4.
 

∫ln
(1+x2)
x3 dx.

5.
 

∫xarccosx
1-x2

dx. 6.
 

∫lnx+1
(xlnx)3

dx.

7.
 

∫
1

-1
(1+x2 +x)2dx. 8.

 

∫
4

0
arctan xdx.

*9.
 

∫
2

0

x2

4-x2
dx. *10.

 

∫
3

3

1
x2 x2+9

dx.

11.
 

∫
+∞

2

dx
x2+x-2

. 12.
 

∫
+∞

0

dx
4x2+4x+2

.

四、
 

综合题(第1、2题各4分,第3题8分,共16分)

1.
 

求曲线y=ex,y=e-x 与直线x=1所围平面图形的面积.
2.

 

设平面图形D 由曲线y=ex 与其过原点的切线及y 轴所围成,试求所围平面图形D
的面积.
3.

 

已知某工厂需要购置一批设备,现在计划投入500万元,在10年中每年收益为100
万元(该设备

 

10
 

年后完全失去价值),如果连续年利率为6%,求10年期间:
(1)

 

总收益的现值;
(2)

 

纯收益的(贴)现值;
(3)

 

投资回收期.
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