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前 言

线性代数课程是应用型本科院校一门重要的必修课,其理论与方法广泛

应用于后续课程及工程实践.本教材是我们根据多年教学经验,结合多元化

学情条件与信息化教学形势编写而成,第一版已在校内使用多年,获得较好

教学效果,受到授课教师与学生的一致好评.此次修订,主要是修正了第一版

中出现的错误,更新了部分实用案例,并在每章增加了延伸阅读.

教材的主要特点如下:

1.通过实际案例引出知识点,将知识点明确化,同时培养学生线性代数

思想和理论运用能力;

2.利用电子化二维码技术,方便学生在线了解重点与难点,找到学习

捷径;

3.在精简相关繁琐理论推导和计算的基础上,选题力图做到整体层次分

明而综合,题型精粹而全面,同时开辟拓展训练真题解析栏目,满足考研学生

需要;

4.融入实验教学内容,引进 Matlab数学软件,注重理论的实践与应用;

5.介绍有关数学历史人物生平,有助于学生数学文化素养的提升.

本书的编写得到了理学院全体数学老师无私且大力的帮助,得到了学校

有关部门和领导的大力支持,在此向他们表示衷心的感谢.

本书是编者在新工科背景下公共数学改革的一种探索,由于水平有限,

教材中错误难免,恳请读者批评指正,本书的配套电子资源可扫描扉页二维

码获取.

编 者

2025年2月
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第1章 行列式

 实际案例
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   平面上已知三点A(x1,y1),B(x2,y2)和C(x3,y3),求三角形ABC

面积S.

S=

x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

=x1y2+x2y3+x3y1-x3y2-x2y1-x1y3

这个公式是通过使用三点的坐标来计算三角形面积的一种方法。

具体来说,它是通过构造一个行列式来计算三角形面积的,行列式的值

代表了由这三个点确定的三角形面积.这种方法提供了一种直接而简

洁的方式来计算任意三角形的面积,而不需要考虑三角形的具体形状

或边的长度.

行列式是人们在求解线性方程组的过程中建立起来的,是线性代数中常

用的工具.本章主要介绍n阶行列式的定义、性质及其计算方法,同时还要介

绍用n阶行列式求解n 元线性方程组的克莱姆法则.

1.1 全排列及其逆序数

定义1.1 把n个不同的元素排成一排,叫作这n个元素的全排列(简称

排列).
例如,自然数1,2,3构成的不同排列有3! =6种.

123,132,213,231,312,321
例1.1 互异元素p1,p2,…,pn 构成的不同排列有n! 种.
证明 在n个元素中选取1个,   n种取法.
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在剩余n-1个元素中选取1个, n-1种取法.
在剩余n-2个元素中选取1个, n-2种取法.
………………   …………

在剩余2个元素中选取1个,  2种取法.
在剩余1个元素中选取1个,  1种取法.
于是由乘法原理共有n! 种取法.
对于n个不同的元素,我们可以规定各元素之间有一个标准次序.例如n

个不同的自然数可规定从小到大为标准次序.
定义1.2 在n个不同的元素按照某种约定次序构成的排列中,当某一

对元素的先后次序与标准次序不同时,称它构成1个逆序.一个排列中逆序

的总数叫作这个排列的逆序数.
排列p1p2…pn 的逆序数记作τ(p1p2…pn).τ(p1p2…pn)为奇数时,称

p1p2…pn 为 奇 排 列;τ(p1p2…pn)为 偶 数 时,称 p1p2…pn 为 偶 排 列;当

τ(p1p2…pn)为零时,称p1p2…pn 为标准排列.
不妨设排列p1p2…pn 为1至n这n个自然数的一个排列,规定从小到大为标

准次序.考虑元素pi(i=1,2,…,n),如果比pi大的且排在pi前面的元素有τi个,

就说pi 的逆序数是τi.那么这个排列的逆序数为τ(p1p2…pn)=τ1+…+τn.
例1.2 排列32541中,τ=τ1+…+τ5 =0+1+0+1+4=6.故此

排列为偶排列.
例1.3 排列13…(2n-1)24…(2n),求逆序数.
解 记作p1p2…pnpn+1pn+2…p2n-1p2n

τ1 =0,…,τn =0,

τn+1 =n-1,τn+2 =n-2,…,τ2n =0,

τ= (n-1)+(n-2)+…+1+0= 12n
(n-1).

定义1.3 在一个排列中,把任意两个元素的位置互换,而其余的元素不

动,就得到另一排列,这种作出新排列的手续叫作对换.将相邻两个元素对

换,叫作相邻对换.
例如,经过1,2对换,排列1432就成2431.显然,如果连续进行两次相同

的对换,那么排列就还原了.由此可知,一个对换把全部n级排列两两配对,

使每两个配成对的n级排列在这个对换下互变.
关于排列的奇偶性,我们有下面的基本事实.
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定理1.1 对换改变排列的奇偶性.
这就是说,经过一次对换,奇排列变成偶排列,偶排列变成奇排列.
证明 先证相邻对换: …jk… (1)

经过j,k对换变成

…kj… (2)

这里“…”表示那些不动的数.显然,在排列(1)中如j,k与其他的数构成

逆序数,则在排列(2)中仍然构成逆序数;如不构成逆序数则在(2)中也不构

成逆序数,不同的只是j,k的次序.如果原来j,k组成逆序,那么经过对换,逆

序数减少一个;如果原来j,k不组成逆序,那么经过对换,逆序数就增加一个.
总之,排列的逆序数的奇偶性变了.

再证一般对换: …ji1i2…isk… (3)

经过j,k对换,排列(3)变成

…ki1i2…isj… (4)

不难看出,这样一个对换可以通过一系列的相邻对换实现.把k经过s+1

次相邻对换,排列(3)就变成 …kji1i2…is…,再把j经过s次相邻对换,就变

成排列(4).因此,j,k对换可以通过2s+1次相邻对换来实现.2s+1是奇数.
相邻对换改变排列的奇偶性,奇数次相邻对换最终还是改变排列的奇偶性.

推论1 奇排列变为标准排列的对换次数为奇数,偶排列变为标准排列

的对换次数为偶数.
推论2 在全部n个元素构成的排列中(n≥2),奇偶排列的个数相等,各

有n!
2

个.

例如,在1,2,3三个数的排列中,132,213,321为奇排列,123,231,312为

偶排列.

1.2 n阶行列式的定义

我们现在给出n阶行列式的定义.在给出n阶行列式的定义之前,先来看

下二阶和三阶行列式的定义.
用消元法解二元线性方程组
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a11x1+a12x2 =b1,

a21x1+a22x2 =b2.{ (1 1)

通过消去x1,x2,得

(a11a22-a12a21)x1 =b1a22-a12b2,

(a11a22-a12a21)x2 =a11b2-b1a21.{
当a11a22-a12a21 ≠0时,可求得方程组(1 1)的解为

x1 = b1a22-a12b2
a11a22-a12a21

,x2 = a11b2-b1a21
a11a22-a12a21

. (1 2)

式(1 2)中的分子、分母都是四个数分成两对相乘以后再相减,也是由方

程组(1 1)的四个系数与常数项所确定.考察分母a11a22-a12a21,是由方程

组(1 1)的四个系数确定,把这四个数按它们在方程组中的位置,排成二行二

列的数表

a11 a12,

a21 a22.
(1 3)

表达式a11a22-a12a21 称为数表(1 3)所确定的二阶行列式,记作

a11 a12

a21 a22
. (1 4)

数aij(i=1,2;j=1,2)称为二阶行列式(1 4)的元素.元素aij 的第一个

下标i称为行标,表示元素位于第i行,第二个下标j称为列标,表示元素位于

第j列.位于第i行第j列的元素称为行列式(1 4)的 (i,j)元.
上述二阶行列式的定义,可用对角线法则来记忆.参看图1.1,从a11 到

a22的连线称为主对角线,从a12到a21的连线称为副对角线,因此,二阶行列式

就是主对角线上两个元素的乘积减去副对角线上两个元素的乘积所得的差.

图1.1

由二阶行列式的概念,(1 2)式中的分子也可表示为

b1a22-a12b2 =
b1 a12

b2 a22
,a11b2-b1a21 =

a11 b1

a21 b2
.
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再记

D =
a11 a12

a21 a22
,D1 =

b1 a12

b2 a22
,D2 =

a11 b1

a21 b2
.

则方程组(1 1)的解可以表示成

x1 =D1

D
,x2 =D2

D
,

其中分母D是由方程组的系数所确定的二阶行列式(称为系数行列式),x1的

分子D1是用常数项b1,b2替换D中第一列元素所得的二阶行列式,x2的分子

D2 是用常数项b1,b2 替换D 中第二列元素所得的二阶行列式.
例1.4 求解二元线性方程组

5x1-2x2 =12,

2x1+x2 =1.{

解 由于系数行列式D =
5 -2

2 1
=5-(-4)=9≠0,

D1 =
12 -2

1 1
=12-(-2)=14,

D2 =
5 12

2 1
=5-24=-19,

所以原方程组的解为:x1 =D1

D =149
,x2 =D2

D =-199.

定义1.4 设有9个数排成3行3列的数表

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33.

(1 5)

记

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

         =a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32

-a11a23a32-a12a21a33-a13a22a31, (1 6)
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式(1 6)称为数表(1 5)所确定的三阶行列式.
三阶行列式是6项含有三个元素乘积的代数和,每项均为不同行不同列

的三个元素乘积再冠以正负号,其规律遵循图1.2所示的对角线法则.

图1.2

例1.5 计算三阶行列式D =

1 -1 2

3 2 1

0 1 4

.

解 D =1×2×4+(-1)×1×0+2×3×1-1×1×1-(-1)×3

×4-2×2×0

=25.
为了作出n阶行列式的定义,我们先研究三阶行列式的结构.根据定义

1.4可以看出:

等式(1 6)右边的每一项都是位于不同行、不同列的三个元素的乘积.
每一项都可以表示成:±a1p1a2p2a3p3,其中行标排成标准次序123,列标排成

p1p2p3,这是1,2,3的某个排列(共6种),对应了等式右边有6项.6项中带

正号的三项列标排列为:123,231,312,这三个排列是偶排列;带负号的三项

列标排列为:132,213,321,这三个排列是奇排列.
于是三阶行列式可写成

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= ∑
p1p2p3

(-1)τ(p1p2p3)a1p1a2p2a3p3,

其中 ∑
(p1p2p3)

表示对1,2,3三个数的所有排列p1p2p3 求和.

按此规律,可把行列式推广到一般形式.
定义1.5 n2 个数aij(i,j=1,2,…,n),排成n行n列的数表

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann,

(1 7)
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令 D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

= ∑
p1p2…pn

(-1)τ(p1p2…pn)a1p1a2p2…anpn.

(1 8)

式(1 8)称为数表(1 7)的n阶行列式,其中 ∑
p1p2…pn

表示对p1p2…pn 这n 个

数的所有排列p1p2…pn 求和.
行列式(1 8)常简记作det(aij),其中数aij 为行列式D 中的第i行、第j

列的元素.
定义表明,为了计算n阶行列式,首先作所有可能由位于不同行不同列元

素构成的乘积,把这些乘积的元素按行指标排成标准排列,然后由列指标所

成的排列的奇偶性来决定这一项的正负号,最后把这些项全部加起来.由定

义立即看出,n阶行列式是由n!项组成的.按此定义的二阶、三阶行列式与原

有定义的二阶、三阶行列式显然是一致的.
当n=1时,一阶行列式 a =a(注意不要与绝对值符号混淆).主对角

线以下(上)的元素都为0的行列式叫作上(下)三角形行列式;主对角线以下

和以上的元素都为0的行列式叫作对角行列式.

例1.6 计算D1 =

a11 a12 … a1n

a22 … a2n

⋱ ︙

0 ann

,D2 =

a11 … a1,n-1 a1n

a21 … a2,n-1
︙ ⋰

an1 0

.

解 行列式中每一项是n个元素的乘积,且这n个元素取自不同的行和

不同的列.因为第n行中只有第n列的元素ann 不显为零,因此只要考虑pn =

n的那些项.在第n-1行中,只有an-1,n-1,an-1,n 不显为零,所以只考虑pn-1=

n-1.这样逐步推上去,不难得到,D1中只有一项a11a22…ann 不显含0,且列

标构成排列的逆序数为:τ(12…n)=0,故

D1 =

a11 a12 … a1n

a22 … a2n

⋱ ︙

0 ann

=a11a22…ann.

同理,D2 中只有一项a1na2,n-1…an1 不显含0,且列标构成排列的逆序
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数为

τ(n…21)=1+2+…+(n-1)=n(n-1)
2

,

故

D2 =

a11 … a1,n-1 a1n

a21 … a2,n-1
︙ ⋰

an1 0

= (-1)
n(n-1)
2 a1na2,n-1…an1.

特别地,

λ1

λ2

⋱

λn

=λ1λ2…λn,

λ1

λ2

⋰

λn

= (-1)
n(n-1)
2 λ1λ2…λn.

1.3 行列式的性质

行列式的计算是一个重要的问题,也是一个很麻烦的问题.n阶行列式一

共有n!项,当n较大时,直接从定义来计算行列式几乎不可能.因此我们需要

进一步讨论行列式的性质,利用这些性质可以化简行列式的计算.
记

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

, DΤ =

a11 a21 … an1

a12 a22 … an2

︙ ︙ ︙

a1n a2n … ann

,

行列式DT 称为行列式D 的转置行列式.
性质1 行列式与它的转置行列式相等.
证明 令bij =aji(i,j=1,2,…,n),则
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DΤ =

b11 b12 … b1n

b21 b22 … b2n
︙ ︙ ︙

bn1 bn2 … bnn

= ∑
(p1p2…pn)

(-1)τb1p1b2p2…bnpn

= ∑
(p1p2…pn)

(-1)τap11ap22
…apnn =D.

由此性质可知,行列式中的行与列具有同等的地位,行列式的性质凡是

对行成立的对列也同样成立,反之亦然.
性质2 对换行列式的两行(列),行列式变号.

设i<j,D =

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

,D1 =

a11 … a1n
︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

,则D1 =-D.

证明 设行列式D1 =

a11 … a1n
︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

=

b11 b12 … b1n

b21 b22 … b2n
︙ ︙ ︙

bn1 bn2 … bnn

是由行列式D 对换i,j两行得到,即当l≠i,j时,blp =alp;当l=i,j时,

bip =ajp,bjp =aip.由行列式的定义,

    

D1 =∑(-1)
τ(p1…pi…pj…pn)b1p1…bipi

…bjpj
…bnpn

=∑(-1)
τ(p1…pi…pj…pn)a1p1…ajpi

…aipj
…anpn

=∑(-1)
τ(p1…pi…pj…pn)a1p1…aipj

…ajpi
…anpn

,

记τ=τ(p1…pi…pj…pn),排列p1…pj…pi…pn 的逆序数为τ1,则 (-1)τ =

-(-1)τ1,所以D1 =-D.
以ri表示行列式的第i行,以ci表示第i列.交换i,j两行记作ri↔rj,交
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换i,j两列记作ci↔cj.
推论1 D 中某两行(列)元素对应相等,则D =0.
证明 因为对调此两行(列)后,D 的形式不变,所以D =-D,从而得

D =0.
性质3 行列式的某一行(列)中所有元素都乘以同一数k,等于用数k乘

此行列式.
a11 … a1n
︙ ︙

kai1 … kain

︙ ︙

an1 … ann

=k

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

.

证明 等式左端 =∑ (-1)τ(p1…pi…pn)[a1p1… (kaipi
)…anpn

]

=k∑ (-1)τ(p1…pi…pn)(a1p1…aipi
…anpn

)=kD.

第i行(列)乘k,记作ri×k(ci×k).
推论2 行列式的某一行(列)中所有元素的公因子可以提到行列式记号

的外面.

a11 … a1n
︙ ︙

kai1 … kain

︙ ︙

an1 … ann

ri÷k
􀪅􀪅􀪅􀪅k

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

.

第i行(列)提出公因子k,记作ri÷k(ci÷k).
推论3 D 中某行(列)元素全为0,则D =0.
推论4 D 中某两行(列)元素成比例,则D =0.
性质4 若行列式的某一行(列)的元素可以写成两个数的和,例如对第i

行元素,有aij =bij+cij(j=1,2,…,n),则该行列式等于下面两个行列式的

和:

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

=

a11 … a1n
︙ ︙

bi1 … bin

︙ ︙

an1 … ann

+

a11 … a1n
︙ ︙

ci1 … cin

︙ ︙

an1 … ann

.
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证明 左端 =∑ (-1)τ(p1…pi…pn)(a1p1…aipi
…anpn

)

=∑ (-1)τ(p1…pi…pn)(a1p1…bipi
…anpn

)

 +∑ (-1)τ(p1…pi…pn)(a1p1…cipi
…anpn

)

= 右端(1)+ 右端(2).
性质5 把行列式的某一行(列)的各元素乘以同一数然后加到另一行

(列)对应的元素上去,行列式不变.

例如以数k乘第j行元素再加到第i行元素上,记作ri+krj,有

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

ri+krj
􀪅􀪅􀪅􀪅

a11 … a1n
︙ ︙

ai1+kaj1 … ain +kajn

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

(i≠j).

证明 

a11 … a1n
︙ ︙

ai1+kaj1 … ain +kajn

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

=

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

+

a11 … a1n
︙ ︙

kaj1 … kajn

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

=

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

.

这里,第一步根据性质4,第二步根据推论4.如果以数k乘第j列元素再

加到第i列元素上,记作ci+kcj.
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在1.2 节 我 们 看 到,一 个 上 三 角 形 行 列 式

a11 a12 … a1n

a22 … a2n

⋱ ︙

ann

=

a11a22…ann.这个计算是很简单的.利用行列式的性质可以化简行列式的计

算.特别是利用性质5可以把行列式中许多元素化为0.所以,计算行列式常

用方法之一就是利用行列式的性质把行列式化为上(下)三角形行列式,从而

计算出行列式.

例1.7 计算D =

2 -5 1 2

-3 7 -1 -4

5 -9 2 7

4 -6 1 2

.

解 D
c1↔c3
􀪅􀪅􀪅􀪅-

1 -5 2 2

-1 7 -3 -4

2 -9 5 7

1 -6 4 2

r2+r1

r3-2r1
r4-r1

􀪅􀪅􀪅􀪅-

1 -5 2 2

0 2 -1 -2

0 1 1 3

0 -1 2 0

r2↔r3

r3-2r2
r4+r2

􀪅􀪅􀪅􀪅

1 -5 2 2

0 1 1 3

0 0 -3 -8

0 0 3 3

r4+r3
􀪅􀪅􀪅􀪅

1 -5 2 2

0 1 1 3

0 0 -3 -8

0 0 0 -5

=15.

例1.8 计算D =

a b c d

a a+b a+b+c a+b+c+d

a 2a+b 3a+2b+c 4a+3b+2c+d

a 3a+b 6a+3b+c 10a+6b+3c+d

.

解 

D

r4-r3
r3-r2

r2-r1
􀪅􀪅􀪅􀪅

a b c d

0 a a+b a+b+c

0 a 2a+b 3a+2b+c

0 a 3a+b 6a+3b+c

r4-r3

r3-r2
􀪅􀪅􀪅􀪅

a b c d

0 a a+b a+b+c

0 0 a 2a+b

0 0 a 3a+b

r4-r3
􀪅􀪅􀪅􀪅

a b c d

0 a a+b a+b+c

0 0 a 2a+b

0 0 0 a

=a4.
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例1.9 计算Dn =

x a … a

a x … a
︙ ︙ ︙

a a … x

.

解 Dn
r1+(r2+…+rn)
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅 [x+(n-1)a]

1 1 … 1

a x … a
︙ ︙ ︙

a a … x

= [x+(n-1)a]

1 1 … 1

0 x-a … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … x-a

= [x+(n-1)a](x-a)n-1.
上述例子表明:n阶行列式总能利用行运算ri+krj 化为上(下)三角行列

式,也可利用列运算ci+kcj 化为上(下)三角行列式.并且,上述例子中都用

到把几个运算写在一起的省略写法,需要注意各个运算的次序一般不能颠倒.

例1.10 证明D =

a11 … a1m 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

am1 … amm 0 … 0

c11 … c1m b11 … b1n
︙ ︙ ︙ ︙

cn1 … cnm bn1 … bnn

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

=

a11 … a1m
︙ ︙

am1 … amm

b11 … b1n
︙ ︙

bn1 … bnn

.

证明 设

D1 =

a11 … a1m
︙ ︙

am1 … amm

,D2 =

b11 … b1n
︙ ︙

bn1 … bnn

对D1 作ri+krj 运算化为下三角行列式,
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D1 =

p1
︙ ⋱

* … pm

=p1…pm.

对D2 作ci+kcj 运算化为下三角行列式

D2 =

q1
︙ ⋱

* … qn

=q1…qn.

于是对D 的前m 行作ri+krj 运算,再对后n列作ci+kcj 运算化为下三

角行列式,有

D =

p1 0 … 0
︙ ⋱ ︙ ︙

* … pm 0 … 0

c11 … c1m q1
︙ ︙ ︙ ⋱

cn1 … cnm * … qn

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋 = (p1…pm)(q1…qn)=D1D2.

1.4 行列式按行(列)展开

一般说来,低阶行列式的计算比高阶行列式的计算要简单,因此很自然

地考虑用低阶行列式来表示高阶行列式.这就需要引进余子式和代数余子式

的概念.
在n阶行列式中,将(i,j)元aij 所在的行与列上的元素划去,其余元素按

照原来的位置构成的n-1阶行列式,称为(i,j)元aij 的余子式,记作Mij.记

Aij = (-1)i+jMij.

Aij 叫作 (i,j)元aij 的代数余子式.
例如四阶行列式

D =

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44
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中 (2,3)元a23 的余子式和代数余子式分别为

M23 =

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

,

A23 = (-1)2+3M23 =-M23.

定理1.2 行列式等于它的任意一行(列)的各元素与其对应的代数余子

式的乘积之和.即

   D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin (i=1,2,…,n)

=a1jA1j+a2jA2j+…+anjAnj (j=1,2,…,n).

证明 若行列式的第n行中只有ann 非零.先证:行列式D =annAnn.

因为 Mnn =

a11 … a1,n-1
︙ ︙

an-1,1 … an-1,n-1

=∑ (-1)τ(p1…pn-1)a1p1…an-1,pn-1

   D =

a11 … a1,n-1 a1n
︙ ︙ ︙

an-1,1 … an-1,n-1 an-1,n

0 … 0 ann

=∑
pn=n

(-1)τ(p1…pn-1pn)a1p1…an-1,pn-1an,pn +

∑
pn≠n

(-1)τ(p1…pn-1pn)a1p1…an-1,pn-1an,pn

=ann∑ (-1)τ(p1…pn-1n)a1p1…an-1,pn-1

=annMnn =ann (-1)n+nMnn =annAnn,

其中τ(p1…pn-1n)=τ(p1…pn-1).

再证一般情况,若行列式的第i行中只有aij 非零,则行列式D =aijAij.
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设 D =

a1j
D1 ︙ D2

ai-1,j

0 … 0 aij 0 … 0

ai+1,j

D3 ︙ D4anj

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

= (-1)(n-i)+(n-j)

a1j
D1 D2 ︙

ai-1,j

ai+1,j

D3 D4 ︙

anj

0 … 0 0 … 0 aij

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

= (-1)-(i+j)aijMij =aijAij.

由行列式性质4及第二步所得结论,对行列式有

D =

a11 a12 … a1n
︙ ︙ ︙

ai1+0+…+0 0+ai2+…+0 … 0+…+0+ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

=

a11 a12 … a1n
︙ ︙ ︙
ai1 0 … 0
︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

+

a11 a12 … a1n
︙ ︙ ︙
0 ai2 … 0
︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

+…+

 

a11 a12 … a1n
︙ ︙ ︙
0 0 … ain

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin.

类似地,该结论对列也成立,有

D =a1jA1j+a2jA2j+…+anjAnj(j=1,2,…,n).
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这个定理叫作行列式按行(列)展开法则.利用这一法则并结合行列式的

性质,可以简化行列式的计算.

例1.7(续) 计算D =

2 -5 1 2
-3 7 -1 -4
5 -9 2 7
4 -6 1 2

.

解 D
r2+r1

r3-2r1
r4-r1

􀪅􀪅􀪅􀪅

2 -5 1 2
-1 2 0 -2
1 1 0 3
2 -1 0 0

= (-1)1+3
-1 2 -2
1 1 3
2 -1 0

 
c1+2c2

 􀪅􀪅􀪅􀪅
3 2 -2
3 1 3
0 -1 0

= (-1)(-1)3+2
3 -2
3 3

=15.

例1.11 计算D2n =

a b

a b

⋱ ⋰

a b

c d

⋰ ⋱

c d

c d

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

.

解法1

D2n = (-1)1+1a

0

D2(n-1) ︙

0

0 … 0 d

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

(2n-1)

+

 (-1)1+2nb

0
︙ D2(n-1)

0

c 0 … 0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

(2n-1)

= (-1)(2n-1)+(2n-1)ad·D2(n-1)+(-1)(-1)(2n-1)+1bc·D2(n-1)

= (ad-bc)D2(n-1)= … = (ad-bc)n-1D2,

D2 =
a b

c d
=ad-bc.
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所以 D2n = (ad-bc)n.
解法2 把 D2n 中的第2n 行依次与第2n-1行……第2行对换(作

2n-2次相邻两行的对换),再把第2n列依次与第2n-1列……第2列对换,

得

D2n = (-1)2(2n-2)

a b 0 … 0
c d 0 … 0
0 0 a b

⋱ ⋰
︙ ︙ a b

c d
⋰ ⋱

0 0 c d

,

根据例1.10的结果,有

D2n =D2D2(n-1)= (ad-bc)D2(n-1).

以此类推,可得

D2n = (ad-bc)2D2(n-2)= … = (ad-bc)n-1D2 = (ad-bc)n.

例1.12 证明范德蒙德(Vandermonde)行列式

Dn =

1 1 … 1
x1 x2 … xn

x21 x22 … x2n
︙ ︙ ︙

xn-1
1 xn-1

2 … xn-1
n

= ∏
n≥i>j≥1

(xi-xj), (1 9)

其中记号“∏ ”表示全体同类因子的乘积.

证明 对n作数学归纳法.因为

D2 =
1 1
x1 x2

=x2-x1 = ∏
2≥i>j≥1

(xi-xj),

所以当n=2时(1 9)式成立.现假设(1 9)式对于n-1阶范德蒙德行列式

结论成立,现在来看对n阶范德蒙德行列式的情形.
为此,设法把Dn 降阶:从第n行开始,后行减去前行的x1 倍,有
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Dn =

1 1 1 … 1
0 x2-x1 x3-x1 … xn -x1
0 x2(x2-x1) x3(x3-x1) … xn(xn -x1)

0 ︙ ︙ ︙

0 xn-2
2 (x2-x1) xn-2

3 (x3-x1) … xn-2
n (xn -x1)

,

按第1列展开,并把每列的公因子 (xi-x1)提出,就有

Dn = (x2-x1)(x3-x1)…(xn -x1)

1 1 … 1
x2 x3 … xn

︙ ︙ ︙

xn-2
2 xn-2

3 … xn-2
n

,

上式右端的行列式是n-1阶范德蒙德行列式,按归纳法假设,它等于所有(xi-
xj)因子的乘积,其中n≥i>j≥2.故

    Dn = (x2-x1)(x3-x1)…(xn -x1)∏
n≥i>j≥2

(xi-xj)

= ∏
n≥i>j≥1

(xi-xj).

由这个结果立即得出,范德蒙德行列式为零的充分必要条件是x1,x2,…,

xn 这n个数中至少有两个相等.
定理1.3 行列式某一行(列)的元素与另一行(列)的对应元素的代数余

子式乘积的和等于零.即

ai1Aj1+ai2Aj2+…+ainAjn =0,i≠j.
a1iA1j+a2iA2j+…+aniAnj =0,i≠j.

证明 只证定理对行成立.i≠j时,有

D =

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

aj1 … ajn

︙ ︙

an1 … ann

=aj1Aj1+aj2Aj2+…+ajnAjn,当aj1,aj2,…,ajn 依

次取为D 中的第i列元素ai1,ai2,…,ain,得
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0=

a11 … a1n
︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

ai1 … ain

︙ ︙

an1 … ann

=ai1Aj1+ai2Aj2+…+ainAjn.

结合定理1.2与定理1.3可得

ai1Aj1+ai2Aj2+…+ainAjn =
D (i=j),

0(i≠j).{
a1iA1j+a2iA2j+…+aniAnj =

D (i=j),

0(i≠j).{

例1.13 D =

1 2 3 4

2 4 3 1

4 1 3 2

1 4 3 2

,求A11+A21+A31+A41 和M11+M12+

M13+M14.
解 A11+A21+A31+A41等于用1,1,1,1代替D 的第一列元素,其余

元素不变,所得行列式,即A11+A21+A31+A41 =

1 2 3 4

1 4 3 1

1 1 3 2

1 4 3 2

=0.

M11+M12+M13+M14 =A11-A12+A13-A14 =

1 -1 1 -1

2 4 3 1

4 1 3 2

1 4 3 2

c2+c1

c3-c1
c4+c1

􀪅􀪅􀪅􀪅

1 0 0 0

2 6 1 3

4 5 -1 6

1 5 2 3

=(-1)1+1
6 1 3

5 -1 6

5 2 3

r2-2r1

r3-r1
􀪅􀪅􀪅􀪅

6 1 3

-7 -3 0

-1 1 0

=

3×(-1)1+3
-7 -3

-1 1
=-30.
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1.5 克拉默(Cramer)法则

现在我们来应用行列式解决线性方程组的问题.在这里只考虑方程的个

数与未知数的个数相等的情形.以后会看到,这是一个重要的情形.至于更

一般的情形留到以后讨论.
下面我们考虑含有n个未知量n 个方程的线性方程组:

a11x1+a12x2+…+a1nxn =b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn =b2,

 …………

an1x1+an2x2+…+annxn =bn,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(1 10)

其中aij(i,j=1,2,…,n)称为方程组(1 10)的系数;bi(i=1,2,…,n)称为

常数项;由系数aij 构成的行列式

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

,

叫作方程组(1 10)的系数行列式;把D 的第j列元素a1j,a2j,…,anj 换成常

数项b1,b2,…,bn 得到的行列式分别记为

D1 =

b1 a12 … a1n

b2 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

bn an2 … ann

,D2 =

a11 b1 a13 … a1n

a21 b2 a23 … a2n
︙ ︙ ︙ ︙

an1 bn an3 … ann

,…

Dn =

a11 a12 … b1

a21 a22 … b2
︙ ︙ ︙

an1 an2 … bn

.

定理1.4 (克拉默法则)若D≠0,则方程组(1 10)存在唯一解

xj =Dj

D
(j=1,2,…,n). (1 11)
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证明 先证存在性

把Dj 按第j列展开,有Dj =∑
n

k=1
bkAkj,因此

 ∑
n

j=1
aijxj =∑

n

j=1
aij

Dj

D = 1D∑
n

j=1
aij∑

n

k=1
bkAkj

= 1D∑
n

k=1
bk∑

n

j=1
aijAkj = 1D∑

n

k=1
bk∑

n

j=1
aijAkj( )= 1DbiD

=bi(i=1,2,…,n).
这说明(1 11)是方程组(1 10)的解.
再证唯一性 设方程组还有解x*

1 ,x*
2 ,…,x*

n ,则

x*
jD =

a11 … a1,j-1 a1jx*
j a1,j+1 … a1n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

an1 … an,j-1 anjx*
j an,j+1 … ann

=

a11 … a1,j-1 (a11x*
1 +…+a1jx*

j +…+a1nx*
n )a1,j+1 … a1n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

an1 … an,j-1 (an1x*
1 +…+anjx*

j +…+annx*
n )an,j+1 … ann

=

a11 … a1,j-1 b1 a1,j+1 … a1n
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

an1 … an,j-1 bn an,j+1 … ann

=Dj.

同理可得xjD =Dj.
于是x*

jD =xjD,因为D≠0,所以x*
j =xj(j=1,2,…,n).

当方程组(1 10)的常数项都是零时,方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn =0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn =0,

 …………

an1x1+an2x2+…+annxn =0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(1 12)

称为n元齐次线性方程组.由克拉默法则可得

定理1.5 若D≠0,则齐次方程组(1 12)只有零解.
推论 齐次方程组(1 12)有非零解 ⇒D =0.

例1.14 解线性方程组

2x1+x2-5x3+x4 =8,

x1-3x2-6x4 =9,

2x2-x3+2x4 =-5,

x1+4x2-7x3+6x4 =0.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï
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解 由于 D =

2 1 -5 1

1 -3 0 -6

0 2 -1 2

1 4 -7 6

=27≠0,

D1=

8 1 -5 1

9 -3 0 -6

-5 2 -1 2

0 4 -7 6

=81,D2=

2 8 -5 1

1 9 0 -6

0 -5 -1 2

1 0 -7 6

=-108,

D3 =

2 1 8 1

1 -3 9 -6

0 2 -5 2

1 4 0 6

=-27,D4 =

2 1 -5 8

1 -3 0 9

0 2 -1 -5

1 4 -7 0

=27.

因此,x1 =D1

D =8127=3, x2 =D2

D = -108
27 =-4,

x3 =D3

D = -27
27 =-1,x4 =D4

D =2727=1.

例1.15 已知

λx1+x2+x3 =1,

x1+λx2+x3 =λ,

x1+x2+λx3 =λ2

ì

î

í

ï
ï

ïï

有唯一解,求λ.

解 由克拉默法则知:方程组的系数行列式不等于零,该方程组有唯一

解.因此,

D =

λ 1 1

1 λ 1

1 1 λ
= (λ+2)(λ-1)2 ≠0,故λ≠1且λ≠-2.

例1.16 一个土建师、一个电气师、一个机械师组成一个技术服务社.假

设在一段时间内,每个人收入1元人民币需要支付给其他两人的服务费用以

及每个人的实际收入如表1 1所示,问这段时间内,每个人的总收入是多少?

(总收入=实际收入+支付服务费)
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表1 1

服务者
被服务者

土建师 电气师 机械师
实际收入

土建师 0 0.2 0.3 500

电气师 0.1 0 0.4 700

机械师 0.3 0.4 0 600

  解 设土建师、电气师、机械师的总收入分别是x1 元,x2 元,x3 元,根据

题意,建立方程组

x1-0.2x2-0.3x3 =500,

x2-0.1x1-0.4x3 =700,

x3-0.3x1-0.4x2 =600.

ì

î

í

ï
ï

ïï

由克拉默法则可得

D =

1 -0.2 -0.3

-0.1 1 -0.4

-0.3 -0.4 1

=0.694≠0,D1 =

500 -0.2 -0.3

700 1 -0.4

600 -0.4 1

=872,

D2 =

1 500 -0.3

-0.1 700 -0.4

-0.3 600 1

=1005,D3 =

1 -0.2 500

-0.1 1 700

-0.3 -0.4 600

=1080.

因此,x1 =D1

D ≈1256,x2 =D2

D ≈1448,x3 =D3

D ≈1556.

也就是土建师、电气师、机械师的总收入分别约为1256元,1448元,

1556元.
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人物卡片(范德蒙德):

范德蒙德,Vandermonde,AlexandreTheophile,法国

数学家,1735—1796.范德蒙德在高等代数方面有重要

贡献.他在1771年发表的论文中证明了多项式方程根

的任何对称式都能用方程的系数表示出来.他不仅把行

列式应用于解线性方程组,而且对行列式理论本身进行

了开创性研究,是行列式的奠基者.他给出了用二阶子式和它的余子式来

展开行列式的法则,还提出了专门的行列式符号.他具有拉格朗日的预解

式、置换理论等思想,为群的概念的产生做了一些准备工作.
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延 伸 阅 读 一

物流配送优化问题

物流配送优化问题涉及如何提高配送效率、降低成本以及减少碳排放.
物流优化不仅是企业发展的需要,更是国家推动绿色发展和智慧物流的重要

举措.近年来,我国通过大数据、人工智能等技术,提升物流配送的精准度和

效率.这一过程不仅加强了物流企业的竞争力,也在支持国家节能减排、绿色

经济的发展目标.例如,通过优化配送路径,合理安排运输资源,减少了不必

要的油耗和碳排放,提升了整个社会的资源利用效率.物流优化体现了“绿水

青山就是金山银山”的理念,助力实现可持续发展.同时,智慧物流的发展也

促进了城乡经济协调发展,为偏远地区提供了更便捷的物流服务,助力乡村

振兴.作为当代大学生,应认识到技术创新在推动绿色发展和社会进步中的

重要作用,增强环境保护意识,肩负起时代赋予的责任,将个人发展与国家生

态文明建设紧密结合,为建设“美丽中国”贡献力量.
【案例描述】

某物流公司需要将物资从三个仓库配送到三个不同的目的地.每个仓

库的配送成本不同,且每个仓库只能配送到一个目的地.你需要帮助公司

找到最优的配送方案,使得总配送成本最小.
【数学模型】

(1)仓库与目的地之间的配送成本可以表示为一个3×3的矩阵(如表

1 2),每个元素aij 表示从仓库i到目的地j的配送成本.
表1 2

仓库1 仓库2 仓库3
目的地1 8 6 5
目的地2 7 8 7
目的地3 5 6 8

  (2)每个仓库只能选择一个目的地配送,且每个目的地只能接收一个

仓库的物资.
通过本章节的学习,学生可以利用线性代数中的行列式概念,特别是

行列式与全排列、行列式展开、行列式性质、克拉默法则等内容,找到最优

的配送方案.

1.全排列及其逆序数

目标是分析不同的配送方案.每个仓库和目的地之间的对应关系可以
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看作是一个排列问题.对于3个仓库和3个目的地,所有可能的配送方案可

以用全排列来表示,如:

方案1:仓库1→目的地1,仓库2→目的地2,仓库3→目的地3(即排列

((1,2,3)))

方案2:仓库1→目的地2,仓库2→目的地1,仓库3→目的地3(即排列

((2,1,3)))

学生需要理解全排列的概念,并且可以通过计算逆序数来判断不同方

案的排列特性.在这一步,学生将理解如何将问题形式化为排列问题,进而

与行列式的结构挂钩.

2.n阶行列式的定义

物流配送问题可以通过行列式来建模.在这里,配送成本矩阵的行列

式可以用来表示系统的可行性或唯一性.学生将学习如何通过行列式计算

不同方案的总配送成本,并且明白行列式值为零时系统没有唯一解.

3.行列式的性质

通过配送问题,学生可以探索行列式的若干性质,如:

·行列互换对行列式符号的影响(可联想为更改配送方案时总成本符

号的改变).
·行列式为零时的意义(说明没有有效的配送方案).
·行列式的线性性质(说明在部分成本变化时,对整个系统总成本的影响).

4.行列式按行展开

学生理解如何按行展开来计算行列式,并用这一方法计算总配送成本.

5.克拉默法则

假设系统中的配送约束更加复杂(比如有供需平衡的额外约束),学生

可以通过克拉默法则来解决线性方程组,找出最优解.在这一步,学生不仅

可以通过行列式检验配送问题的解的唯一性,还可以直接求解最优方案.
综上,学生应能够熟练运用行列式的相关理论与技巧来计算3个仓库

与3个目的地的最优配送方案,并且通过行列式的性质与展开方法求出总

配送成本的最小值.通过不断对配送问题的排列、行列式计算和方程求解

的研究,学生最终能够解决以下问题:

·计算所有可能的配送方案的总成本.
·使用行列式展开方法或克拉默法则找到最优方案,最小化配送成本.
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基本练习题一

1.求下列各排列的逆序数:

(1)134782695;

(2)217986354;

(3)(n-1)(n-2)…21n.

2.写出四阶行列式中含有因子a11a23 的项.

3.计算下列行列式:

(1)
a a2

b b2
;        (2)

6 2 4

5 -2 1

1 2 -3

;

(3)
2 0 1

1 -4 -1

-1 8 3

; (4)
a b c

b c a

c a b

.

4.计算下列行列式:

(1)

3 1 1 1

1 3 1 1

1 1 3 1

1 1 1 3

; (2)

1 2 3 4

1 3 4 1

1 4 1 2

1 1 2 3

;

(3)
x2+1 xy xz

xy y2+1 yz

xz yz z2+1

; (4)

a 1 0 0

-1 b 1 0

0 -1 c 1

0 0 -1 d

;

(5)

1+a 1 1 1

1 1-a 1 1

1 1 1+b 1

1 1 1 1-b

(ab≠0); (6)

4 1 2 3

1 2 3 0

8 4 0 2

1 0 7 3

.

5.证明:

(1)
a2 ab b2

2a a+b 2b

1 1 1

= (a-b)3;

72

第1章 行列式



(2)
b+c c+a a+b

b1+c1 c1+a1 a1+b1

b2+c2 c2+a2 a2+b2

=2

a b c

a1 b1 c1

a2 b2 c2

;

(3)

a1-b1 a1-b2 … a1-bn

a2-b1 a2-b2 … a2-bn

︙ ︙ ︙

an -b1 an -b2 … an -bn

=0(n≥3).

6.计算下列各阶行列式(Dn 表示n 阶行列式):

(1)Dn =

a 1

⋱

1 a

,其中对角线上元素都是a,未写出的元素都

是0;

(2)Dn =

1+a1 a1 … a1

a2 1+a2 … a2
︙ ︙ ︙

an an … 1+an

;

(3)

an bn

⋱ ⋰

a1 b1

c1 d1

⋰ ⋱

cn dn

,其中未写出的元素都是0.

7.设D =

1 1 1 1

2 1 1 -3

1 2 2 5

4 3 2 1

,求A14+2A24-A34+A44 和 M41+M42+

M43+M44 之值.

8.解方程组:

x1+x2+x3+x4 =5,

x1+2x2-x3+4x4 =-2,

2x1-3x2-x3-5x4 =-2,

3x1+x2+2x3+11x4 =0.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï
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综合练习题一

1.证明:

a0 1 1 … 1

1 a1 0 … 0

1 0 a2 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

1 0 0 … an

=a1a2…an(a0-∑
n

i=1

1
ai
);

x -1 0 0 … 0 0

0 x -1 0 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 0 … x -1

an an-1 an-2 an-3 … a2 x+a1

=xn+a1xn-1+…+an-1x+an;

a2 (a+1)2 (a+2)2 (a+3)2

b2 (b+1)2 (b+2)2 (b+3)2

c2 (c+1)2 (c+2)2 (c+3)2

d2 (d+1)2 (d+2)2 (d+3)2

=0;

ax+by ay+bz az+bx

ay+bz az+bx ax+by
az+bx ax+by ay+bz

= (a3+b3)
x y z

y z x

z x y

.

2.计算下列各阶行列式 (Dn 表示n 阶行列式):

(1)Dn =

1+a1 1 … 1

1 1+a2 … 1
︙ ︙ ︙

1 1 … 1+an

(a1a2…an ≠0);

(2)Dn =det(aij),其中aij =|i-j|;

(3)Dn+1 =

an (a-1)n … (a-n)n

an-1 (a-1)n-1 … (a-n)n-1

︙ ︙ ︙

a a-1 … a-n

1 1 … 1

.
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3.问λ,μ取何值时,齐次线性方程组

λx1+x2+x3 =0,

x1+μx2+x3 =0,

x1+2μx2+x3 =0

ì

î

í

ï
ï

ïï

有非零解?

拓展训练一

1.(2016年)计算行列式

λ -1 0 0

0 λ -1 0

0 0 λ -1

4 3 2 λ+1

.

解 

λ -1 0 0
0 λ -1 0
0 0 λ -1
4 3 2 λ+1

=λ
λ -1 0
0 λ -1
3 2 λ+1

+4(-1)4+1
-1 0 0
λ -1 0
0 λ -1

=λ4+λ3+2λ2+3λ+4.

2.(2014年)计算行列式

0 a b 0
a 0 0 b
0 c d 0
c 0 0 d

.

解 由行列式展开定理按第一列展开:

0 a b 0
a 0 0 b
0 c d 0
c 0 0 d

=-a
a b 0
c d 0
0 0 d

-c
a b 0
0 0 b
c d 0

=-ad
a b
c d

+bc
a b
c d

    

=-ad(ad-bc)+bc(ad-bc)=-(ad-bc)2.

3.(2012年)计算行列式

1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 a
a 0 0 1

.

解 按第一列展开,可得
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原式=1·
1 a 0
0 1 a
0 0 1

+(-1)4+1·a
a 0 0
1 a 0
0 1 a

=1-a4.

4.(2008年)Dn =

2a 1
a2 2a 1

a2 2a 1
⋱ ⋱ ⋱

a2 2a 1
a2 2a

,证明Dn = (n+1)an.

证明 用数学归纳法证明.
当n=1时,D1 =2a,结论成立.

当n=2时,D2 =
2a 1

a2 2a
=3a2,结论成立.

假设结论对小于n的情况成立.将Dn 按第1行展开,得

Dn =2aDn-1-

a2 1

0 2a 1

a2 2a 1

⋱ ⋱ ⋱

a2 2a 1

a2 2a n-1

=2aDn-1-a2Dn-2

=2anan-1-a2(n-1)an-2 = (n+1)an.

实际案例分析一

医院营养师为病人配制的一份菜肴由蔬菜、鱼和肉松组成,这份菜肴需

含1200cal热量,30g蛋白质和300mg维生素C,已知三种食物每100g中

的有关营养的含量如表1 3所示,试求所配菜肴中每种食物的数量.

表1 3

蔬菜 鱼 肉松

热量/cal 60 300 600

蛋白质/g 3 9 6

维生素C/mg 90 60 30
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  设所配菜肴中蔬菜、鱼和肉松的数量分别为x1,x2,x3 百克,根据题意,建

立方程组

60x1+300x2+600x3 =1200,

3x1+9x2+6x3 =30,

90x1+60x2+30x3 =300.

ì

î

í

ï
ï

ïï

根据克拉默法则,D =-248400,D1 =-378000,D2 =-594000,D3 =

-162000,所以,x1 =D1
D ≈1.5217,x2 =D2

D ≈2.3913,x3 =D3
D ≈0.6522.

也就是,所配菜肴中蔬菜约152.17g,鱼约239.13g,肉松约65.22g.

Matlab应用一:行列式的计算

Matlab函数和命令:

det(A)           求行列式 A 的值,det是英文单词

determinant(行列式)的缩写

[L,U]=Lu(A) 将A分解,满足A=L×U,其中L
的值为1,U和A的值相等

diag(A) 取出A的主对角线上的元素

prod(du) 计算数组元素的连乘积

solve(方程或方程组) 求方程或方程组的解

例1.7(续) 计算行列式D =

2 -5 1 2

-3 7 -1 -4

5 -9 2 7

4 -6 1 2

的值.

解 在 Matlab的命令行窗口输入下列代码:

≫D=[2-512;-37-1-4;5-927;4-612];

注意:一行元素与元素之间用空格分割,也可以用逗号分割(必须是英文

半角符号);行与行之间用英文分号分割.

≫det(D)

回车后显示:

ans=15
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即行列式D 的值为15.

例1.7(续) 用 化 简 三 角 行 列 式 的 方 法 求 解 行 列 式 D =
2 -5 1 2
-3 7 -1 -4
5 -9 2 7
4 -6 1 2

的值.

解 在 Matlab的命令行窗口输入下列代码:

≫D=[2-512;-37-1-4;5-927;4-612];

≫[L,U]=lu(D)

L=
0.4000 -0.8750 -0.5000 1.0000
-0.6000 1.0000 0 0
1.0000 0 0 0
0.8000 0.7500 1.0000 0
U =
5.0000 -9.0000 2.0000 7.0000

0 1.6000 0.2000 0.2000
0 0 -0.7500 -3.7500
0 0 0 -2.5000

≫Det(L)

ans=
1
≫du=diag(U)         %取出U的主对角线元素

du=
5.0000
1.6000
-0.7500
-2.5000

≫prod(du) %求主对角线元素的乘积

ans=
 15
≫det(U)

ans=
 15
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说明 以上≫后面的部分为 Matlab命令窗口中的输入,%后面的是注

释,实验时可以不输入.不带≫的行一般为 Matlab的返回值也就是运算

结果.

例1.14(续) 用克拉默法则解线性方程组

2x1+x2-5x3+x4 =8,

x1-3x2-6x4 =9,

2x2-x3+2x4 =-5,

x1+4x2-7x3+6x4 =0.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

解 

≫clear         %清除工作区变量

≫D=[21-51;1-30-6;

02-12;14-76]; %输入系数行列式到变量D中,行末的分号

(英文状态下的分号)表示不显示结果

≫det(D)     %计算行列式D的值

ans=

27

%D=27方程组有唯一解

≫b=[8;9;-5;0]; %输入方程组右端常数项到变量b中

≫D1=D; %令D1等于D

≫D1(:,1)=b; %用列向量b替换行列式D1的第一列

≫D2=D; %令D2等于D

≫D2(:,2)=b; %用列向量b替换行列式D2的第二列

≫D3=D; %令D3等于D

≫D3(:,3)=b; %用列向量b替换行列式D3的第三列

≫D4=D; %令D4等于D

≫D4(:,4)=b; %用列向量b替换行列式D4的第四列

%用克拉默法则计算线性方程组的解

≫x1=det(D1)/det(D)

x1= 3.0000

≫x2=det(D2)/det(D)

x2= -4.0000

≫x3=det(D3)/det(D)

x3= -1.0000

≫x4=det(D4)/det(D)
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x4= 1.0000

例1.15(续) 已知

λx1+x2+x3 =1,

x1+λx2+x3 =λ,

x1+x2+λx3 =λ2

ì

î

í

ï
ï

ïï

有唯一解,求λ.

解 

≫clear             %清除工作区变量

≫symslambda %定义符号变量lambda

≫D=[lambda,1,1;1,lambda,1;1,1,lambda];

%输入系数行列式,注意逗号与分

号的差别

≫det(D) %计算系数行列式的值

ans=

lambda∧3-3*lambda+2

≫solve(lambda∧3-3*lambda+2==0)

%解方程λ3-3λ+2=0,注意括号

里的方程必须有两个等号

ans=

-2

1
即当λ≠1且λ≠-2时D≠0,方程有唯一解.
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第2章 矩阵及其运算

 实际案例

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
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   生产成本案例:

某公司生产三种产品A、B和C,每种产品的原料费、工人薪酬和管

理费如下表1所示,每季度每种产品的产量如下表2所示.
表1 产品成本

成本 产品A 产品B 产品C

原料费 20 10 15

工人薪酬 40 20 30

管理费 15 10 10

  表2 产品产量

产品 一季度 二季度 三季度 四季度

A 300 200 150 180

B 250 100 200 300

C 200 400 300 250

  用矩阵E,F分别表示产品成本和产量如下:

E=

20 10 15

40 20 30

15 10 10

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,F=

300 200 150 180

250 100 200 300

200 400 300 250

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

通过矩阵乘法得到

EF =

11500 11000 9500 10350

23000 22000 19000 207000

9000 8000 7250 8200

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

.
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   矩阵EF第一、二和三行分别表示原料费、工人薪酬和管理费在每

个季度的总付出,而第一、二、三、四列分别表示每个季度产品A、B和C
的总成本.因此,通过矩阵及其运算,可以较容易反映公司生产产品的

成本状况.

在数学中,矩阵(matrix)是一个按照长方阵列排列的复数或实数集合,最

早来自方程组的系数及常数所构成的方阵,这一概念由19世纪英国数学家阿

瑟·凯利首先提出.在东汉前期的《九章算术》中,用分离系数法表示线性方

程组,得到了其增广矩阵.在消元过程中,使用的把某行乘以某一非零实数、

从某行中减去另一行等运算技巧,相当于矩阵的初等变换.但那时并没有现

今理解的矩阵概念,虽然它与现有的矩阵形式上相同,但在当时只是作为线

性方程组的标准表示与处理方式.
因此,矩阵是从许多实际问题的计算中抽象出来的一个数学概念,是研

究线性函数的一个有力工具,它在自然科学、工程技术和经济管理的许多学

科中都有广泛的应用.

2.1 矩阵的概念

2.1.1 矩阵的概念

矩阵是数(或函数)的矩形表.在经济活动中,我们常用数表表示一些量

或关系,如产量的统计表、商品的价格表.
例2.1 某商品有三个产地、四个销售点,它的库存情况如表2 1所示:

表2 1

销售地
库

存

产 地
销售点1 销售点2 销售点3 销售点4

A 3 5 2 1

B 7 8 9 3

C 2 6 1 8

  如果用一个三行四列或3×4的数表表示该商品的库存情况,可以简记作
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3 5 2 1

7 8 9 3

2 6 1 8

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

其中每一行表示该商品各个产地在各销售点的库存,每一列表示各销售点该

商品三个产地的库存数.
定义2.1 由m×n个数排成m 行n列的表

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

称为m 行n 列矩阵,简称m×n矩阵.矩阵通常用大写字母A,B,…或者

(aij),(bij),…表示.为了表明矩阵的行列数,矩阵也表成Am×n,(aij)m×n.
矩阵中的数aij(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n)称为矩阵的第i行第j列

元素,i、j分别称为aij 的行标、列标.
例2.1中的矩阵可记为

A3×4 =

3 5 2 1

7 8 9 3

2 6 1 8

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

特别地,当m =1时,矩阵只有一行,即

A= (a11 a12 … a1n),

称其为行矩阵或行向量.
当n=1时,矩阵只有一列,即

A=

a11

a21
︙

am1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

称其为列矩阵或列向量.
当m =n时,矩阵的行列数相等,即
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A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

称其为n阶矩阵或n阶方阵.
所有元素全为零的m×n矩阵,称为零矩阵,记作Om×n 或O.例如

O2×2 =
0 0

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,O3×4 =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

分别为二阶零矩阵和3×4零矩阵.
在矩阵A= (aij)中各元素的前面添上负号得到的矩阵,称为A 的负矩

阵,记作-A,即

-A= (-aij)=

-a11 -a12 … -a1n

-a21 -a22 … -a2n
︙ ︙ ︙

-am1 -am2 … -amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

例如

A=
1 0

0 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,-A=

-1 0

0 -1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

则-A是A 的负矩阵.

2.1.2 几种特殊矩阵

1.三角形矩阵

在n阶矩阵中,从左上角到右下角的对角线称为主对角线,从右上角到左

下角的对角线称为次对角线或副对角线.
主对角线下(或上)方的元素全都是零的n阶矩阵,称为n阶上(或下)三

角形矩阵.即
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A=

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

0 0 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

或B =

a11 0 … 0

a21 a22 … 0
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

上三角形矩阵、下三角形矩阵统称为三角形矩阵.

2.对角矩阵

如果矩阵既是上三角形矩阵,又是下三角形矩阵,则称其为n阶对角矩

阵.如

A=

1 0 0

0 2 0

0 0 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

就是一对角矩阵.
对角矩阵由主对角线上的元素完全确定,因此,对角矩阵可记作

diag(a11,a22,…,ann).

例2.2 下列矩阵都是什么矩阵?

(1)
1 0 0

0 0 0

0 0 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (2)

c 0 0

0 c 0

0 0 c

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (3)

2 -1 1

0 1 7

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(4)
0 1 1

1 2 0

1 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (5)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

解 对角矩阵:(1)、(2)、(5);

上三角矩阵:(1)、(2)、(3)、(5);

下三角矩阵:(1)、(2)、(5).

3.数量矩阵

主对角线上元素都是非零常数a的n 阶对角矩阵,称为n阶数量矩阵或

称n阶纯量矩阵.如n=2,3时的数量矩阵为

a 0

0 a

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

a 0 0

0 a 0

0 0 a

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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4.单位矩阵

主对角线上元素都是1的n阶对角矩阵,称为n阶单位矩阵.记作En 或

E.如n=2,3时的单位矩阵为

E2 =
1 0

0 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,E3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

5.对称矩阵

如果n阶矩阵A = (aij)的元素满足aij =aji(i,j=1,2,…,n),则称A
是对称矩阵.

例如,矩阵

A=

1 4 -1

4 2 0

-1 0 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 2 0 -2

2 1 5 3

0 5 -3 2

-2 3 2 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

分别是三阶对称矩阵和四阶对称矩阵.

6.反对称矩阵

如果n阶矩阵A=(aij)的元素满足aij =-aji(i,j=1,2,…,n),则称A
是反对称矩阵.

显然,对反对称矩阵有aii =0(i=1,2,…,n).
例如,矩阵

A=

0 4 1

-4 0 -2

-1 2 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

0 2 0 2

-2 0 5 -3

0 -5 0 -2

-2 3 2 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

分别是三阶反对称矩阵和四阶反对称矩阵.

2.1.3 矩阵相等

定义2.2 如果两个矩阵A=(aij),B=(bij)的行数、列数分别相等,则

称A与B 是同型矩阵;两个同型矩阵A与B,如果对应的元素相等,则称矩阵

A与矩阵B 相等,记作
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A=B.

即如果A= (aij)m×n 和B = (bij)m×n 且aij =bij(i=1,2,…,m;j=1,2,…,

n),那么A=B.

2.2 矩阵的运算

2.2.1 矩阵的加法

定义2.3 设A= (aij),B= (bij)是两个m×n矩阵,则称矩阵

C=

a11+b11 a12+b12 … a1n +b1n

a21+b21 a22+b22 … a2n +b2n
︙ ︙ ︙

am1+bm1 am2+bm2 … amn +bmn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为A与B 的和,记作

C=A+B= (aij +bij).

由定义可知,只有行数与列数分别相同的两个矩阵才能做加法运算.
由矩阵的加法及负矩阵的概念,可以定义矩阵的减法:

C=A-B=A+(-B)= (aij -bij).

例2.3 设矩阵

A=
1 2 0

3 1 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

2 2 1

2 -4 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

求A+B,A-B.

解 A+B=
1 2 0

3 1 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+
2 2 1

2 -4 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

3 4 1

5 -3 -4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

A-B=
1 2 0

3 1 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷-
2 2 1

2 -4 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

-1 0 -1

1 5 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

设A,B,C,O都是m×n矩阵,根据矩阵加法及减法定义,易证矩阵的加

法满足以下运算定律:

(1)加法交换律:A+B=B+A;
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(2)加法结合律:(A+B)+C=A+(B+C);

(3)零矩阵满足:A+O=A;

(4)存在负矩阵-A,满足:A-A=A+(-A)=O.

2.2.2 矩阵的数乘

定义2.4 设A=(aij)是m×n矩阵,k是任一实数,则称

C=

ka11 ka12 … ka1n

ka21 ka22 … ka2n
︙ ︙ ︙

kam1 kam2 … kamn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为数k与矩阵A 的数量乘积,或称为矩阵的数乘.记作

C=kA = (kaij)m×n.

特别地,当k=-1时,kA =-A.
任一n阶数量矩阵可表示为aEn(a≠0).
由定义易知,对实数k,l,矩阵A= (aij),B= (bij)有下列运算定律:

(1)k(A+B)=kA+kB;

(2)(k+l)A=kA+lA;

(3)(kl)A=k(lA)=l(kA);

(4)1A=A.
例2.4 设两矩阵

A=
1 0 -2

4 2 3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

2 1 0

0 -2 -3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

求3A+2B.

解 3A+2B=3
1 0 -2

4 2 3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+2

2 1 0

0 -2 -3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

7 2 -6

12 2 3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

例2.5 已知矩阵

A=

3 -1 2

1 5 7

5 4 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

7 5 -4

5 1 9

3 -2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,
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且A+2X =B,求矩阵X.

解 由A+2X =B,得X = 12
(B-A),所以有

B-A=

7 5 -4

5 1 9

3 -2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
-

3 -1 2

1 5 7

5 4 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

4 6 -6

4 -4 2

-2 -6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

X = 12
(B-A)= 12

4 6 -6

4 -4 2

-2 -6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

2 3 -3

2 -2 1

-1 -3 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

2.2.3 矩阵的乘法

定义2.5 设A= (aij)是m×s矩阵,B= (bij)是s×n矩阵,

A=

a11 a12 … a1s

a21 a22 … a2s
︙ ︙ ︙

am1 am2 … ams

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,B=

b11 b12 … b1n

b21 b22 … b2n
︙ ︙ ︙

bs1 bs2 … bsn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

则称m×n矩阵C=(cij)为矩阵A与B 的乘积,其中

    cij =ai1b1j+ai2b2j+…+aisbsj

=∑
s

k=1
aikbkj(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n).

记作C=AB.
在矩阵乘法的定义中,要求第一个矩阵的列数必须等于第二个矩阵的行

数.乘积C的第i行第j列的元素等于A 的第i行与B 的第j列的对应元素的

乘积的和.
例2.6 设

A=

0 -1 2

1 3 -1

5 -1 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 3

2 -3

0 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

求AB.
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解 AB =

0 -1 2

1 3 -1

5 -1 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 3

2 -3

0 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=

0×1+(-1)×2+2×0 0×3+(-1)×(-3)+2×4

1×1+3×2+(-1)×0 1×3+3×(-3)+(-1)×4

5×1+(-1)×2+4×0 5×3+(-1)×(-3)+4×4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=

-2 11

7 -10

3 34

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

例2.7 设矩阵

A=
2 4

1 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

2 -2

-1 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,C=

-4 -2

2 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

求AB,BA,AC.

解 AB =
2 4

1 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
2 -2

-1 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

0 0

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

BA =
2 -2

-1 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
2 4

1 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

2 4

-1 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

AC =
2 4

1 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-4 -2

2 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

0 0

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

由矩阵乘法定义及上述例题可知,当矩阵AB 有意义时,BA 不一定有意

义;而且AB 和BA 也不一定相等,即矩阵的乘法不满足交换律.当AB =O
时,A,B 可以是非零矩阵.也即两个非零矩阵的乘积可能是零矩阵.当有

AB =AC,且A≠O时,不一定有B=C.
矩阵乘法与数的乘法有着不同的地方,也有相似的地方,即矩阵乘法满

足下列运算定律:

(1)(AB)C=A(BC);

(2)A(B+C)=AB+AC,(B+C)A=BA+CA;

(3)k(AB)= (kA)B=A(kB),k为常数;

(4)EmAm×n =Am×n,Am×nEn =Am×n.
因为矩阵的乘法满足结合律,所以可定义矩阵的幂.
设A= (aij)是n阶矩阵,用Ak(k>0)表示k个A 的连乘积,称为A的
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k次方幂,规定A0 =E.
显然,矩阵的幂运算满足下列运算定律:

AkAl =Ak+l,(Ak)l =Akl(k,l≥0).

由于矩阵的乘法不满足交换律,所以等式

(AB)k =AkBk

一般不成立.
如果AB =BA,就称矩阵A 与B 可交换.此时矩阵A 与B 一定是同

阶方阵.
显然,n阶单位矩阵与n 阶数量矩阵及n 阶零矩阵与任一n 阶矩阵都可

交换.如果矩阵A与B 可交换,则有 (AB)k =AkBk.

例2.8 设矩阵A=
1 0

λ 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,求A100.

解 因为

A2 =
1 0

λ 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
1 0

λ 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

1 0

2λ 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,……,

所以A100 =
1 0

100λ 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

例2.9 设上三角矩阵

A=

λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

求An.
解 设

λE =

λ

λ

λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

0 1 0

0 0 1

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

则A=λE+B.
由于λE 与B 可交换,因而有

An = (λE+B)n =λnE+nλn-1B+n(n-1)
2 λn-2B2+…+Bn.
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由于

B2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B3 =B4 = … =Bn =O(n≥3),

所以有

    An = (λE+B)n =λnE+nλn-1B+n(n-1)
2 λn-2B2

=

λn nλn-1 n(n-1)
2! λn-2

0 λn nλn-1

0 0 λn

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(n≥2).

2.2.4 矩阵的转置

把一个矩阵的行列互换,所得到的矩阵称为这个矩阵的转置.
定义2.6 设A= (aij)是一个m×n矩阵

A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

则n×m 矩阵

a11 a21 … am1

a12 a22 … am2

︙ ︙ ︙

a1n a2n … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

称为矩阵A的转置矩阵,简称A的转置,记作AT.
例2.10 设矩阵

A= a1 a2 … an( ),B=
2 -1 0

1 2 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

求ATA,AAT 和BTB.
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解 因为

AT = a1 a2 … an( )T =

a1

a2
︙

an

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

所以

ATA=

a1

a2
︙

an

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

a1 a2 … an( )=

a21 a1a2 … a1an

a2a1 a22 … a2an

︙ ︙ ︙

ana1 ana2 … a2n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

AAT = a1 a2 … an( )

a1

a2
︙

an

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=a21+a22+…+a2n.

又

BT =
2 -1 0

1 2 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T

=

2 1

-1 2

0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

所以

BTB=

2 1

-1 2

0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2 -1 0

1 2 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

5 0 1

0 5 2

1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

矩阵的转置满足下列运算定律:

(1)(AT)T =A;

(2)(A+B)T =AT+BT;

(3)(kA)T =kAT (k为实数);

(4)(AB)T =BTAT.

由对称矩阵的概念可知,A 为对称矩阵即AT =A;A 为反对称矩阵即

AT =-A.
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2.2.5 方阵的行列式

定义2.7 设A=(aij)是一个n阶矩阵,由A的元素所构成的行列式(各

元素的位置不变),称为矩阵A的行列式,记作 A 或detA.
由n阶矩阵A 确定的行列式 A 的运算满足下列运算定律:

(1)AT = A ;

(2)λA =λn A ,λ是实数,特别地, -A = (-1)n A ;

(3)AB = A B ,特别地 An = A n.
例2.11 设α1,α2,α3;β1,β2 均为四维列向量,已知

A= (α1,α2,α3,β1),B = (α3,α1,α2,β2),且 A =1, B =2.求

A+B .

解 由于矩阵加法A+B= (α1+α3,α2+α1,α3+α2,β1+β2),根据行

列式的性质有

A+B = α1+α3,α2+α1,α3+α2,β1+β2

= 2(α1+α2+α3),α2+α1,α3+α2,β1+β2

=2α1+α2+α3,α2+α1,α3+α2,β1+β2

=2α1+α2+α3,-α3,-α1,β1+β2

=2α2,-α3,-α1,β1+β2

=2α1,α2,α3,β1+β2

=2(A + B )=6.

在上一章中,行列式有乘法公式 AB = A · B ,但 A+B 没有运

算法则,本例题考查用行列式性质对其化简.同时要注意 kα1,α2,…,αn =

kα1,α2,…,αn ,而 kA =kn A ,不是k A ,两者亦不能混淆.

2.3 逆矩阵

2.3.1 逆矩阵的概念和性质

前面我们定义了矩阵的加法、减法和乘法运算,那么矩阵能否定义除法
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运算呢? 先来看数的除法与乘法的关系.

设a,b为两个数,当a≠0时,a的倒数 1
a

存在,且有b÷a=b×1a
,即

数的除法可用乘法来表示.上述关系成立的关键是a的倒数 1
a

存在.a的倒

数也称为a 的逆,即 1
a =a-1.显然只要a≠0时,a就有逆a-1,且满足

aa-1 =a-1a=1.

类似地,我们可以引入逆矩阵的概念.
定义2.8 设A是一个n阶矩阵,若存在矩阵B,满足:

AB =BA =E.

则称矩阵A可逆,B是A 的逆矩阵.如果不存在满足条件的矩阵B,则称矩阵

A不可逆.

例如,矩阵A=

2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 -4 -3

1 -5 -3

-1 6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

因为

AB =

2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 -4 -3

1 -5 -3

-1 6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

BA =

1 -4 -3

1 -5 -3

-1 6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

所以矩阵A可逆,其逆为矩阵B.
根据可逆矩阵的定义易证可逆矩阵具有以下性质:

性质1 若矩阵A可逆,则A的逆矩阵必唯一.此时,A的逆矩阵记作A-1.
证明 设矩阵B1,B2都是A的逆矩阵,则B1A=AB1=E,B2A=AB2=E,

B1 =B1E=B1(AB2)= (B1A)B2 =EB2 =B2.

性质2 若A可逆,则A-1 也可逆,且 (A-1)-1 =A.
性质3 若A可逆,数k≠0,则kA 也可逆,且 (kA)-1 =k-1A-1.
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性质4 若n阶矩阵A ,B可逆,则AB 也可逆,且 (AB)-1 =B-1A-1.

证明 因为A,B可逆,故逆矩阵A-1,B-1 都存在,且有

(AB)(B-1A-1)=A(BB-1)A-1 =AEA-1 =AA-1 =E,

(B-1A-1)(AB)=B-1(A-1A)B=B-1EB =B-1B=E,

所以 (AB)-1 =B-1A-1.

上述性质4可以推广到多个n阶矩阵相乘的情形,即当n阶矩阵A1,A2,…,As

都可逆时,乘积A1A2…As也可逆,且有(A1A2…As)-1 =A-1
s A-1

s-1…A-1
1 .

性质5 如果矩阵A可逆,则AT 也可逆,且 (AT)-1 = (A-1)T.

性质6 如果矩阵A可逆,则 A-1 = A -1.

2.3.2 逆矩阵的计算

定义2.9 设A=(aij)是一个n阶矩阵,Aij 为 A 中元素aij 的代数余

子式,i,j=1,2,…,n,称矩阵

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

︙ ︙ ︙

A1n A2n … Ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为A的伴随矩阵,记作A*.

定理2.1 n阶矩阵A 可逆的充分必要条件为 A ≠0.如果A可逆,则

A-1 = 1
A A* = 1

A

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

︙ ︙ ︙

A1n A2n … Ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

证明 必要性.设n阶矩阵A 可逆,则存在矩阵B,有AB=BA =E.两

边取行列式得

AB = A B = E =1,所以有 A ≠0.

充分性.设 A ≠0,由伴随矩阵的构成及行列式按行展开的性质可得:
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AA* =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

︙ ︙ ︙

A1n A2n … Ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=

A 0 … 0

0 A … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … A

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

= A E,

所以A 1
A A*æ

è
ç

ö

ø
÷=E.同理有 1

A A*æ

è
ç

ö

ø
÷A=E.

所以矩阵A可逆,且A-1 = 1
A A*.

定理给出了矩阵A可逆的充分必要条件,同时也给出了求逆矩阵的方法,

这种方法称为伴随矩阵法.
当矩阵A满足 A ≠0时,称A为非奇异矩阵,否则称为奇异矩阵.
推论对于n阶矩阵A,如果存在矩阵B,有AB =E,则矩阵A可逆,且B

=A-1.
例2.12 求矩阵

A=

2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

的伴随矩阵A*.
解 因为

A11 =
-1 0

2 1
=-1,A21 =-

2 3

2 1
=4,A31 =

2 3

-1 0
=3,

A12 =-
1 0

-1 1
=-1,A22 =

2 3

-1 1
=5,A32 =-

2 3

1 0
=3,

A13 =
1 -1

-1 2
=1,A23 =-

2 2

-1 2
=-6,A33 =

2 2

1 -1
=-4,

所以

A* =

-1 4 3

-1 5 3

1 -6 -4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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  例2.13 设

A=
a b

c d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

求A可逆的条件,在可逆的条件下,求A-1.
解 A可逆的充分必要条件是 A =ad-bc≠0.
在此条件下,

A-1 = 1
A A* = 1

ad-bc
d -b

-c a

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

例2.14 矩阵

A=

1 1 2

2 -1 0

1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

是否可逆? 若可逆,求A-1.

解 因 为 A11 =
-1 0

0 1
=-1,A21 =-

1 2

0 1
=-1,A31 =

1 2

-1 0
=2,

故 A =1×(-1)+2×(-1)+1×2=-1≠0,所以A可逆.
又

A12 =-
2 0

1 1
=-2,A22 =

1 2

1 1
=-1,A32 =-

1 2

2 0
=4,

A13 =
2 -1

1 0
=1,A23 =-

1 1

1 0
=1,A33 =

1 1

2 -1
=-3,

所以

A-1 = 1
A A* =-

-1 -1 2

-2 -1 4

1 1 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1 1 -2

2 1 -4

-1 -1 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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  例2.15 设

A=

1 1 -1

0 2 2

1 -1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 -1

1 1

2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

求矩阵X,使得AX =B.
解 因为

A =

1 1 -1

0 2 2

1 -1 0

=6≠0,

所以A可逆,则可求得

A-1 = 16

2 1 4

2 1 -2

-2 2 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

在AX =B的两边左乘A-1,得A-1AX =A-1B,即有

X =A-1B= 16

2 1 4

2 1 -2

-2 2 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 -1

1 1

2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
= 16

11 3

-1 -3

4 6

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

例2.16 求证:(A*)-1 = (A-1)* = A
A .

证明 设A可逆,则

(A*)-1 = (A A-1)-1 = A
A
,

(A-1)* = A-1 (A-1)-1 = A
A .

例2.17 已知A,B均为n 阶矩阵,且A与E-AB 都是可逆矩阵,证明

E-BA 可逆.
证明 

    E-BA = A-1A-BA = (A-1-B)A

= A-1-B |A|=|A| A-1-B

= A(A-1-B)= E-AB ≠0

故E-BA 可逆.
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􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰

􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀦰 􀦰

􀦰􀦰

代数名家卡片(伽罗瓦)

埃瓦里斯特·伽罗瓦,1811年10月25日生,法国

数学家,现代数学中的分支学科群论的创立者.用群论

彻底解决了根式求解代数方程的问题,而且由此发展了

一整套关于群和域的理论,人们称之为伽罗瓦群和伽罗

瓦理论.他系统化地阐释了为何五次以上的方程式没有公式解,而四次

以下有公式解.

延 伸 阅 读 二

图书库存管理与订单分配问题

随着大数据、物联网和人工智能技术的广泛应用,中国许多大型图书

馆、书店以及在线平台都采用了智能化的库存管理系统和订单分配系统.
这些系统能够根据销售数据和读者需求预测,合理安排库存,并通过智能

分配算法优化物流,提升运营效率.这一过程不仅提高了图书供应链的管

理水平,也有效推动了知识的快速传播.中国的“全民阅读”工程和“文化扶

贫”战略中,许多乡村地区的中小学、图书馆都实现了信息化的图书管理系

统建设.这些系统能够精准地进行库存管理,及时补充缺货书籍,并通过高

效的订单分配系统将图书配送到各地,满足读者的阅读需求,尤其是偏远

地区的儿童和青少年.这不仅缩小了城乡文化资源分配上的差距,也在国

家促进教育公平、文化均衡发展的战略中起到了重要作用.作为国家的青

年力量,应当认识到技术背后更深层次的社会意义,学习先进的管理技术,

同时培养社会责任感,把个人发展与国家的文化建设和社会服务事业相结

合,努力为实现全民阅读、文化强国目标贡献智慧与力量.
【案例描述】

某书店接到多所学校的教科书订单.书店需要从三个仓库为两所学校

分配相应数量的教科书.每个仓库储存的教科书数量不同,而每所学校的

订单需求也各不相同.任务是帮助书店合理分配仓库的库存,以满足学校

的需求,并在某些情况下计算额外的补货需求.
【数学模型】

(1)每个仓库的库存情况可以用矩阵A表示,矩阵中的元素aij 表示仓库
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i对学校j的可供应数量.A=
100 80 60

120 90 50

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 这个3×2矩阵表示仓库1有

100本教科书可供给学校1,有80本可供给学校2;仓库2和仓库3类似.
(2)学 校 的 教 科 书 需 求 可 以 用 一 个2×1的 列 矩 阵 B 表 示:B =

(230 220),其中,第一行表示学校1的总需求是230本,第二行表示学校

2的总需求是220本.
通过本章的学习,学生将理解矩阵及其运算(包 括 加 法、乘 法、求 逆

等),并最终解决如何有效分配库存以满足学校的订单需求,或确定是否需

要额外补货.

1.矩阵的概念

首先,学生会学习矩阵的基本概念,并了解如何用矩阵来描述实际问

题.在本案例中,库存矩阵A 和需求矩阵B 代表仓库库存和学校需求的情

况.通过这个案例,学生可以清楚地看到矩阵如何用于表示多个实体之间

的关系(即仓库和学校之间的教科书分配情况).
学生在这一部分应熟悉矩阵的维数,如何将实际问题抽象为矩阵,以

及矩阵中的元素如何对应到现实问题.

2.矩阵运算

学生接着会学习矩阵的基本运算,包括矩阵加法、标量乘法和矩阵乘

法.这里,矩阵运算可以直接用于计算各仓库为学校分配的教科书数量.比

如,仓库的总库存A 和一个分配策略矩阵X 的乘积A·X 可以用于表示分

配结果:

100 80 60

120 90 50

æ

è
çç

ö

ø
÷÷· x1 x2( ) 230 220( )

学生将通过矩阵乘法理解如何根据仓库库存和学校需求确定合理的

分配策略.

3.逆矩阵

在解决库存分配问题时,假如仓库的库存与学校的需求存在某种线性

对应关系(例如库存足够并且需求精确对应库存的分配),则可以通过逆矩

阵来求解分配方案.假设书店可以通过一定的策略调整每个仓库的库存分

配,这样就能找到一个合适的库存分配矩阵X,满足A·X=B.通过求逆矩

阵A-1,学生将能够解出最优的分配策略:
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X =A-1·B.

学生会学到如何在满足条件的情况下,利用逆矩阵解决线性方程组,

找到合理分配方式.
特殊情况:库存不足或超出需求

在现实问题中,仓库的库存可能不足以完全满足需求.在这种情况下,

学生可以通过矩阵运算计算缺少的库存量.假设仓库的库存不足,则通过

矩阵乘法运算,学生可以计算出实际库存与需求的差异.这可以引导学生

在学完矩阵运算后,通过设置方程组,计算出每个仓库需要额外补充多少

库存,才能完全满足学校的订单.
·基础分配策略:学生首先需要通过矩阵乘法计算初步的库存分配情

况.假设书店采取一个简单策略,平均分配库存,那么学生可以利用矩阵乘

法计算各仓库的教科书分配情况.
·校验是否满足需求:学生将学会通过矩阵运算校验仓库库存是否能

够满足学校需求,是否需要额外补货,或者是否需要重新分配库存.
·应用逆矩阵求解最优分配:如果库存和需求完全匹配,学生可以通

过逆矩阵的方法求出最优的库存分配方案,确保每个学校的需求都能被最

优满足.

 

基本练习题二

1.设矩阵

A=
2 -1 4 b

1 a -5 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

c -1 4 3

1 0 d -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

且A=B,求元素a,b,c,d的值.

2.设矩阵

A=

1 -2 1 2

2 3 -4 0

-3 5 0 -4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

-3 3 0 -3

0 -4 9 12

6 -8 -9 5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

求(1)3A-B;(2)2A+3B;(3)若X满足(3A-X)+2(B-X)=0,求X.
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3.计算下列各题.

(1)1 -2 3( )

1

2

3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;     (2)

1

-2

3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-1 2 3( );

(3)
-2 3

5 -4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
3 4

2 5

æ

è
çç

ö

ø
÷÷; (4)

5 0

3 -2

-1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-1 2 3

2 -4 3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷;

(5)
2 1 4 0

1 -1 3 4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1 3 1

0 -1 2

1 -3 1

4 0 -2

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

4.计算AB-BA,其中

(1)A=

1 2 2

2 1 2

1 2 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

4 1 1

-4 2 0

1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(2)A=

2 1 0

1 1 2

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

3 1 -2

3 -2 4

-3 5 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

5.计算下列各题.

(1)
1 -1

1 -1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

; (2)
1 1

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

;

(3)
1 1

0 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

n

(n是正整数);

(4)

1 -1 -1 -1

-1 1 -1 -1

-1 -1 1 -1

-1 -1 -1 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

n

(n是正整数).

6.设矩阵

A=

1 1 0

0 1 -1

1 -1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 2 3

-1 -2 -4

0 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

求 (1)ATB;(2)(AB)T.
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7.设矩阵A,B,C满足AB =BA,AC =CA,试证:

(1)A(B+C)= (B+C)A; (2)A(BC)= (BC)A;

(3)A+B( )3 =A3+3A2B+3AB2+B3.

8.对任意n阶矩阵A,试证:

(1)A+AT 为对称矩阵; (2)A-AT 为反对称矩阵.

9.举反例说明下列命题是错误的:

(1)若A2 =0,则A=0;

(2)若A2 =A,则A=0或A=E;

(3)若AB =AC,且A≠0,则B=C.

10.设矩阵

A=
3 2

5 4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

7 -4

-5 3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,C=

2 1

3 4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

求 (1)ATB2C ; (2) (2A-3C)B ; (3) (3BBT)2 .

11.求矩阵A=

3 -4 5

2 -3 1

3 -5 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
的伴随矩阵A*.

12.求下列矩阵的逆矩阵.

(1)
1 2

3 4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷; (2)

3 -4 5

2 -3 1

3 -5 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(3)
2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (4)

2 0 0

1 2 0

0 1 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(5)

1 0 0 0

1 2 0 0

2 1 3 0

1 2 1 4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

; (6)

1 a a2 a3

0 1 a a2

0 0 1 a

0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

13.求满足下列方程的矩阵X.

(1)
1 -2 0

1 -2 -1

-3 1 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
X =

-1 4

2 5

1 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;
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(2)X

1 1 1

0 1 1

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=
1 -2 1

0 1 -1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷;

(3)
1 4

-1 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷X

2 0

-1 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

3 1

0 -1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

综合练习题二

1.设矩阵

A=
3 2 -1

0 -2 a

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

b 2 c

0 -2 4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

当A=B时,求a,b,c.

2.设二阶方阵A=
a b

c d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 和三阶矩阵A,分别求 (A*)*.

3.设A,B都是n 阶矩阵,已知 A =2,B =-3,求 2A*B-1 .

4.设矩阵

A=

1 0 2 0

0 -2 0 0

-1 0 1 0

0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

矩阵B满足AB+B+A+2E=0,求 B+E .

5.已知方阵A满足A2-A-2E=0,证明A及A+2E都可逆,并求A-1

及 A+2E( )-1.

6.证明:对于任意方阵A满足AA* =A*A= A E.

7.设A是m×n阶实矩阵,则ATA=0的充分必要条件是A=0.

8.设A是n×1阶矩阵,B是1×n阶矩阵,若P=AB≠0,Pk =0(k>2),

则P2 =0.

9.设A是n 阶矩阵,A* 是A的伴随矩阵,则A 可逆的充分必要条件是

A* ≠0.

10.设A,B均为n 阶可逆矩阵,证明:

(1)(Ak)* = (A*)k; (2)(kA)* =kn-1A*;
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(3)(AB)* =B*A*; (4)A* = A n-1;

(5)(A*)* = A n-2A.

11.设多项式f(x)=a0+a1x+…+amxm,记

f(A)=a0E+a1A+…+amAm,

f(A)称为方阵A的m 次多项式.

(1)设A =
λ1 0

0 λ2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷, 证 明: Ak =

λk
1 0

0 λk
2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,f(A) =

f(λ1) 0

0 f(λ2)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

(2)设A=PΛP-1,证明:Ak =PΛkP-1,f(A)=Pf(Λ)P-1.

拓展训练二

1.(2002年)已知α = (1,2,1)T,β= 1,12
,0æ

è
ç

ö

ø
÷

T
,A =αβT,则A4 =

    .
解 因为矩阵乘法有结合律,注意到βTα是一个数,这就有

A2 = (αβT)(αβT)=α(βTα)βT =2αβT =2A,

A4 =23A=23
1

2

1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
1,12

,0æ

è
ç

ö

ø
÷=8

1 1
2 0

2 1 0

1 1
2 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=

8 4 0

16 8 0

8 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

2.(2008年)设A为n 阶非零矩阵,E为n 阶单位矩阵,若A3 =0,则

(  )

A.E-A不可逆,E+A不可逆

B.E-A不可逆,E+A可逆

C.E-A可逆,E+A可逆

D.E-A可逆,E+A不可逆

解 由于(E-A)(E+A+A2)=E-A3=E,(E+A)(E-A+A2)=
E+A3 =E,故E-A,E+A均可逆,应选C.

3.(2009年)设A,B均为2阶矩阵,A*,B* 分别为A,B的伴随矩阵,若
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A =2,B =3,则分块矩阵
0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的伴随矩阵为 (  )

A.
0 3B*

2A* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ B.

0 2B*

3A* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

C.
0 3A*

2B* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ D.

0 2A*

3B* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

解 因为对任意矩阵A,均有AA* =A*A= A E.

又由题可知A,B均可逆,即
0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 可逆,所以

0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

*

=
0 A

B 0

0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-1

= (-1)2×2 A B
0 B-1

A-1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=
0 A BB-1

A B A-1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=
0 A B*

B A* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

0 2B*

3A* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

故答案选B.

4.(2011年)设A为3阶矩阵,将A的第二列加到第一列得到矩阵B,再

交换B的第二行与第三行得单位矩阵.记P1=

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,P2=

1 0 0

0 0 1

0 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

则A= (  )

A.P1P2 B.P1-1P2
C.P2P1 D.P2P1-1

解 由题意知,
1 0 0

0 0 1

0 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
A

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=P2AP1 =E,

所以A=P2-1P1-1 =P2P1-1,即答案选D.

5.(2017年)设α为n 维单位列向量,E为n 阶单位矩阵,则 (  )

A.E-ααT 不可逆 B.E+ααT 不可逆

C.E+2ααT 不可逆 D.E-2ααT 不可逆

解 令A=ααT,A2=A,由AX =λX,即(A2-A)X=(λ2-λ)X=0
得,λ2-λ=0,λ=0或λ=1,因为trA=αTα=1=λ1+λ2+…+λn 得A
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的特征值为λ1 =λ2 = … =λn-1 =0,λn =1,E-ααT 的特征值为λ1 =λ2 =
… =λn-1 =1,λn =0,从而 E-ααT =0,即E-ααT 不可逆,所以答

案选A.

实际案例分析二

1.在讨论国民经济的数学问题中,如何用合理的数学符号和方式来表示

某一地区关于运输物资的产地和销地问题? 或者调运方案问题?

分析 在国民经济问题中,常常用到矩阵,也就是说用矩阵来表示物资

的产地和销地问题是一种更合理和直观的形式,例如在某一地区,煤有s个产

地A1,A2,…,As 和n 个销地B1,B2,…,Bn,那么一个调运方案就可用一个矩

阵

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

as1 as2 … asn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

来表示,其中aij 表示由产地Ai 运到销地Bj 的数量.

2.一个城市有三个重要的企业:一个煤矿,一个发电厂和一条铁路.开

采1元钱的煤,煤矿必须支付0.25元的运输费.而生产1元钱的电力,发电

厂需支付0.65元的煤作燃料,自己亦需支付0.05元的电费来驱动辅助设备

及支付0.05元的运输费.而提供1元钱的运输费,铁路需支付0.55元的煤

作燃料,0.10元的电费驱动它的辅助设备.某周内,煤矿从外面接到50000元

煤的定货,发电厂从外面接到25000元电力的定货,外界对地方铁路没有要

求.问这三个企业在那一周内生产总多少时才能精确地满足它们本身的要求

和外界的要求?

分析 对于一周的周期,x1 表示煤矿的总产值,x2 表示电厂的总产值,

x3 表示铁路的总产值.

根据题意,
x1-(0·x1+0.65x2+0.55x3)=50000,

x2-(0.25x1+0.05x2+0.10x3)=25000,

x3-(0.25x1+0.05x2+0·x3)=0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

写成矩阵形式,得

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
-

0 0.65 0.55

0.25 0.05 0.10

0.25 0.05 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

50000

25000

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

记
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X =

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,C=

0 0.65 0.55

0.25 0.05 0.10

0.25 0.05 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,d=

50000

25000

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

则上式写为X-CX =d,即 E-C( )X =d.
此方程组有唯一解,其解为

X = E-C( )-1d= 1
503

756 542 470

220 690 190

200 170 630

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
·
50000

25000

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

102087

56163

28330

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

得煤矿总产值为102087元,发电厂总产值为56163元,铁路总产值为

28330元.

Matlab应用二:矩阵与逆矩阵的运算

例2.18 用 Matlab相关命令生成如下特殊矩阵

(1)零矩阵

≫zeros(3,4)       %生成3×4级零矩阵

ans=   %ans为默认存储返回值的变量

 0 0 0 0

 0 0 0 0

 0 0 0 0
(2)单位矩阵

≫eye(3)  %生成3阶单位矩阵

ans=

 1 0 0

 0 1 0

 0 0 1
(3)对角矩阵

≫diag([12-3]) %以1,2,-3为主对角元素生成对角矩阵

ans=

 1 0 0

 0 2 0

 0 0 -3
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(4)全1矩阵

≫ones(3) %生成3阶元素全是1的矩阵

ans=

 1 1 1

 1 1 1

 1 1 1
例2.19 设

A=

1 2 -1

0

-3

1

6

2

4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

-1 0 1

0

3

2

5

2

1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

求AT,A+B,AB,A2,A-1B,A.*B.
在 Matlab命令行窗口输入如下命令:

≫A=[12-1;012;-364] %输入矩阵A,下面是回车后显示的返

回值,如果输入错误可以按向上的箭

头,编 辑 输 入 命 令 后 敲 回 车 键 重 新

输入

A=

 

1 2 -1

0 1 2

-3 6 4

≫B=[-101;022;351]  %输入矩阵B

B=

 

-1 0 1

0 2 2

3 5 1

≫A'  %求矩阵A 的转置矩阵,ans为返回值

存储默认变量

ans=

 

1 0 -3

2 1 6

-1 2 4

≫A+B %计算两个矩阵的和
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ans=

 

0 2 0

0 3 4

0 11 5

≫A*B %计算两个矩阵的乘积(俗称差乘),如

果第一个矩阵的行数与第二个矩阵的

列数不相等会出错

ans=

 

-4 -1 4

6 12 4

15 32 13

≫A∧2 %计算矩阵的乘方,等价于A×A

ans=

 

4 -2 -1

-6 13 10

-15 24 31

≫inv(A)*B %求A的逆矩阵与B 的乘积

ans=

 -1.0000 0.1304 1.3478

 0 0.3478 0.2609

 0 0.8261 0.8696

≫ A*B %求矩阵A 与矩阵B 对应元素的乘积

(俗称点乘).必须两个矩阵行列数相同

时才能运算

ans=

 

-1 0 -1

0 2 4

-9 30 4

例2.3(续) 已知矩阵A=
1 2 0

3 1 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,B=

2 2 1

2 -4 -2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

求A+B,A-B,3A+2B,BT,BTB.
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  解 

≫A=[120;31-2];B=[221;2-4-2]; %输入矩阵A,B

≫A+B  %计算矩阵A+B

ans=

 
3 4 1

5 -3 -4

≫A-B  %计算矩阵A-B

ans=

 
-1 0 -1

1 5 0

≫3*A+2*B %计算矩阵3A+2B,

乘号用*号表示不能

省略!

ans=

 
7 10 2

13 -5 -10

≫B' %求B 的转置矩阵,注

意必须是英文输入状

态下的单引号

ans=

 

2 2

2 -4

1 -2

≫B'*B %求B的转置矩阵与B
的乘积

ans=

 

8 -4 -2

-4 20 10

-2 10 5
例2.12(续) 求矩阵

A=

2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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的伴随矩阵A*.
解 

≫A=[223;1-10;-121]; %输入矩阵A

≫A\eye(3)*det(A) %求A的伴随矩阵

ans=

 -1.0000 4.0000 3.0000

 -1.0000 5.0000 3.0000

 1.0000 -6.0000 -4.0000

例2.15(续) 设A=

1 1 -1

0 2 2

1 -1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 -1

1 1

2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,求矩阵X,使得

AX =B.
解 

≫format rat   %设定 Matlab的输出

为有理数

≫A=[11-1;022;1-10];

B=[1-1;11;21]; %输入矩阵A,B

≫A\B %求矩阵方程AX =B
的解

ans=

 

11/6 1/2

-1/6 -1/2

2/3 1
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第3章 矩阵的初等
变换与线性方程组

 实际案例

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀦻 􀦻

􀦻􀦻

                                   
 
 
                                   

 
 
 
   百鸡问题

今有鸡翁一,直钱五;鸡母一,直钱三;鸡雏三,直钱一,凡百钱买鸡

百只.问鸡翁、母、雏各几何? (《张邱建算经》)

矩阵的初等变换是矩阵的一种非常重要的运算,本章在引入矩阵的初等

变换的基础上首先给出矩阵的秩的概念,并利用初等变换研究秩的性质;然

后运用矩阵的秩来研究线性方程组无解、有唯一解或有无穷多解的充分必要

条件,并简要介绍一下运用初等变换求解线性方程组的方法.

3.1 矩阵的初等变换

克拉默法则解决了含有n个未知量n 个方程的线性方程组有唯一解的问

题,但在自然科学、工程技术、日常生活等许多领域内,还会大量碰到另外两

类方程组的求解问题:一类是方程的个数和未知数的个数不相等(如上述“百

鸡问题”);另一类是方程的个数和未知数的个数虽然相等,但方程组的系数

行列式为零.如

例3.1 解线性方程组

2x1+x2-x3=2,   (1)

x1+2x2+x3=1, (2)

2x1+4x2+2x3=2. (3)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(3 1)

因为方程组的系数行列式D =

2 1 -1

1 2 1

2 4 2

=0,所以由克拉默法则可

知,上述方程组一定没有唯一解.
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那如何来求解这类方程组呢?

我们先来回顾一下用消元法求解线性方程组的过程.

(3 1)
(2)↔(1)
(3)-(1)

(3)-2(2)→

x1+2x2+ x3=1, (4)

  3x2+3x3=0, (5)

     0=0. (6)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(3 2)

1
5
(5)

(4)-2(8)
→

x1 -x3 =1, (7)

  x2+x3 =0, (8)

    0=0. (9)

ì

î

í

ï
ï

ïï

方程组(3 3)中的(9)式是恒等式,所以(3 3)是3个未知数2个有效方

程的方程组,方程组(3 3)本质上即为方程组

x1-x3 =1, (7)

 x2+x3 =0. (8){ (3 4)

尽管方程组(3 3)和(3 4)都已呈阶梯形,但我们无法用以前熟悉的“回
代”的方法来唯一确定x1,x2,x3的值.

若将方程组改写为

x1 =1+x3,

x2 = -x3,{
任意给定x3的值,就可以确定出x1,x2的值,从而得到方程组的一个解,表达

式中的x3常称为自由未知量.于是,方程组(3 1)的解可以表示为

x1 =1+x3,

x2 =-x3,

x3 =x3,

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中x3可取任意数.以后我们也常常令x3=k,把方程组的解记成

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1+k

-k

k

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

即

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1

0

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+k

1

-1

1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,其中k为任意常数.
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以上解题中的消元过程是我们大家熟悉的,消元的过程其实就是把方程

组中一个或几个方程进行了这样的操作,即:

(1)互换方程组中某两个方程的排列位置,如 (2)↔(1);

(2)用不等于零的数乘以方程组中的某个方程,如 1
3
(5);

(3)一个方程加上另一个方程的k倍,如 (3)-2(2)等.
这三种操作常常称为方程组的三种变换.显然方程组的上述三种变换都

是可逆的,所以每次变换前与变换后的方程组都是同解方程组.上述变换过

程中,实际上我们是把整个方程组的每个方程看成一个整体进行变换的,改

变的只是未知数的系数和常数项,未知数并没有参与运算.由此,我们可以引

入矩阵的初等变换的概念,上述解方程的主要过程可以通过与方程组相对应

的矩阵的初等变换来完成.

3.1.1 矩阵的初等变换

定义3.1 对矩阵的行(列)进行下列三种变换,称为矩阵的初等行(列)变换:

(1)互换矩阵中的两行(列)的位置,记作ri↔rj(ci↔cj);

(2)用一个数k≠0乘矩阵的某一行(列)的所有元素,记作kri(kci);

(3)把矩阵的某一行(列)的所有元素乘数k加到另一行(列)对应的元素

上去,记作ri+krj(ci+kcj).
矩阵的初等行变换和初等列变换统称为矩阵的初等变换.
当一个矩阵经过初等变换后,就变成了另外一个新的矩阵.例如,把矩阵

A=

2 1 -1 2

1 2 1 1

1 -1 -3 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

的第1行和第2行互换,就得到矩阵

B=

1 2 1 1

2 1 -1 2

1 -1 -3 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

定义3.2 如果矩阵B可以由矩阵A 经过一系列初等变换而得到,则称

矩阵A与B 是等价的,记作A~B.
等价是矩阵之间的一种重要关系,具有下列性质:
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(1)反身性,即A~A;

(2)对称性,即若A~B,则B~A;

(3)传递性,即若A~B,B~C,则A~C.
在等价的矩阵中,常常会用到以下几种比较重要的特殊矩阵.
定义3.3 满足下面两个条件的矩阵称为行阶梯形矩阵:

(1)零行(若有零行)在下方;

(2)各个非零行的第一个不为零的元素aij (称为首非零元),它的列标

(j)随着行标(i)的递增而严格增大.
例如矩阵

1 1 0 2

0 2 3 -1

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,
5 1 0 2

0 2 0 -1

0 0 0 -6

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

1 1 2 0 2

0 0 1 -1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

都是行阶梯形矩阵.
定义3.4 满足下面两个条件的行阶梯形矩阵称为行最简形矩阵:

(1)各个非零行的首非零元都是1;

(2)每个首非零元所在的列的其余元素都是零.
如矩阵

1 0 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,
1 4 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

1 2 0 -2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

都是行最简形矩阵.
定义3.5 如果一个矩阵的左上角是一个单位矩阵,其他位置上的元素

都为零,则称这矩阵为标准形矩阵.
例3.2 化矩阵

A=

1 3 -2 2

2 6 -4 5

-1 -3 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

为行最简形矩阵和标准形矩阵.
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解 A=

1 3 -2 2

2 6 -4 5

-1 -3 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
 

r2-2r1

r3+r1
→  

1 3 -2 2

0 0 0 1

0 0 2 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r3↔r2
→

1 3 -2 2

0 0 2 2

0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=B1(B1是行阶梯形矩阵)

r2÷2
→

1 3 -2 2

0 0 1 1

0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=B2(B2也是行阶梯形矩阵)

r1+2r2
r1-4r3

r2-r3
→

1 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=B3(B3是行最简形矩阵),

对B3继续施行初等列变换,有

A=

1 3 -2 2

2 6 -4 5

-1 -3 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r
→

1 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

c2-3c1
c2↔c3

c3↔c4
→

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=B4,

B4是标准形矩阵.

由此我们可以得到

定理3.1 对任何非零矩阵Am×n都可以仅经过有限次初等行变换化为行

最简形矩阵,任何非零矩阵Am×n矩阵都可经过初等变换化为标准形矩阵.

即任何矩阵都等价于相应的行最简形矩阵和标准形矩阵.

3.1.2 初等矩阵

矩阵间的等价关系也可通过矩阵间的运算来表示.

定义3.6 由单位矩阵E 经过一次初等变换而得到的矩阵称为初等

矩阵.
对应于三种初等变换,有三种初等矩阵.每个初等变换都有一个初等矩

阵与之对应.
(1)把单位矩阵i行与j行的位置互换(或第i列与j列的位置互换),得

到的初等矩阵记作E(i,j),即
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E(i,j)=

1
⋱
1
0 1
1
⋱
1

1 0
⋱
1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

←第i行

←第j行

            
第
i
列
   

第
j
列

(2)用非零数k乘以单位矩阵的第i行(或第i列),得到的初等矩阵记作

E(i(k)),即

E(i(k))=

1

⋱

1

k

1

⋱

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

←第i行

              
第
i
列

(3)用k乘单位矩阵的第j行再加到第i行(或k乘单位矩阵的第i列再

加到第j列),得到的初等矩阵记作E(i,j(k)),即

E(i,j(k))=

1

⋱

1 … k

⋱ ︙

1

⋱

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

←第i行

←第j行

            
第
i
列
  

第
j
列
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不难看出,初等矩阵都是可逆的,并且它们的逆矩阵是同一类型的初等

矩阵:

E(i,j)-1 =E(i,j),

E(i(k))-1 =E(i(k-1)),

E(i,j(k))-1 =E(i,j(-k)).

有了初等矩阵的概念之后,我们就可以把一般矩阵A 的初等变换同矩阵

与初等矩阵的乘法运算联系起来了.我们先来看一个简单的例子:

设

A=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

用2阶初等矩阵E(1,2),E(2(k)),E(1,2(k))左乘A,得

E(1,2)A=
0 1

1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

a21 a22 a23

a11 a12 a13

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,

E(2(k))A=
1 0

0 k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

  E(1,2(k))A=
1 k

0 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=
a11+ka21 a12+ka22 a13+ka23

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷;

用3阶初等矩阵E(1,2),E(2(k)),E(1,2(k))右乘A,得

AE(1,2)=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 1 0

1 0 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

a12 a11 a13

a22 a21 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,

AE(2(k))=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1 0 0

0 k 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

a11 ka12 a13

a21 ka22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

AE(1,2(k))=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1 k 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

a11 ka11+a12 a13

a21 ka21+a22 a23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

从上面的结果可知:用2阶初等矩阵E(1,2),E(2(k)),E(1,2(k))左乘
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A,分别相当于交换A 的1、2两行,用k乘A 的第2行,把A 的第2行乘以k
加到第1行上;用3阶初等矩阵E(1,2),E(2(k)),E(1,2(k))右乘A,分别相

当于交换A的1、2两列,用k乘A 的第2列,把A 的第1列乘以k加到第

2列上.
一般地,有

定理3.2 设A=(aij)m×n,对A施行一次初等行变换相当于在A 的左边

乘上一个相应的初等矩阵;对A施行一次初等列变换相当于在A 的右边乘上

一个相应的初等矩阵.
推论1 矩阵A,B等价的充分必要条件是有初等矩阵P1,P2,…,Ps;Q1,

Q2,…,Qt,使得

A =Ps…P1BQ1…Qt.

推论2 n阶矩阵A 可逆的充分必要条件是A =PsPs-1…P1,其中Ps,

Ps-1,…,P1都是初等矩阵.
由推论2,若A可逆,则有

A =PsPs-1…P1,

故有

P-1
1 P-1

2 …P-1
s A =E

及

A-1 =P-1
1 P-1

2 …P-1
s .

由此,我们可以得到用初等变换求逆矩阵的方法:在矩阵A 的右边写上

一个同阶的单位矩阵E,构成一个n×2n的矩阵(A,E)
r
→(E,A-1).若左半

部分的矩阵不能化成单位矩阵E,则矩阵A不存在逆矩阵.

例3.3 已知矩阵A=

2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,求A-1.

解 构作矩阵(A,E)并对其进行初等行变换:

(A,E)=

2 2 3 1 0 0

1 -1 0 0 1 0

-1 2 1 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1↔r2
r2-2r1

r3+r1
→

1 -1 0 0 1 0

0 4 3 1 -2 0

0 1 1 0 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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r1+r2
r2↔r3

r3-4r2
→

1 0 1 0 2 1

0 1 1 0 1 1

0 0 -1 1 -6 -4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2+r3
(-1)×r3

→

1 0 0 1 -4 -3

0 1 0 1 -5 -3

0 0 1 -1 6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

所以A-1 =

1 -4 -3

1 -5 -3

-1 6 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

例3.4 求矩阵方程AX=B,其中A=

3 1 -1

2 2 0

1 -1 -2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

1 -2

2 2

1 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

解 由推论2,若A可逆,则有

A =PsPs-1…P1,

故有

P-1
1 P-1

2 …P-1
s A =E.

用A-1B右乘等式两端,有P-1
1 P-1

2 …P-1
s B =A-1B=X,比较两式可以

看出,对A与B 施行一系列相同的初等行变换,当A化成单位矩阵时,B 化成

了A-1B =X,即

(A,B)
r
→(E,A-1B).

于是有

(A,B)=

3 1 -1 1 -2

2 2 0 2 2

1 -1 -2 1 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1↔r3
→

1 -1 -2 1 -3

2 2 0 2 2

3 1 -1 1 -2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2-2r1

r3-3r1
→

1 -1 -2 1 -3

0 4 4 0 8

0 4 5 -2 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2÷4
→

1 -1 -2 1 -3

0 1 1 0 2

0 4 5 -2 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1+r2

r3-4r2
→

1 0 -1 1 -1

0 1 1 0 2

0 0 1 -2 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1+r3

r2-r3
→

1 0 0 -1 -2

0 1 0 2 3

0 0 1 -2 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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所以X =A-1B =

-1 -2

2 3

-2 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

3.2 矩阵的秩

矩阵经过初等变换后,元素可以发生很大的变化,但等价矩阵之间也有

许多特性是保持不变的,其中最本质的不变特性就是矩阵的秩.
定义3.7 设有m×n矩阵A,在A中位于任意选定的k行k 列交点上

的k2个元素,按原来的次序组成的k阶行列式,称为A的一个k阶子式,其

中k≤min{m,n}.
定义3.8 矩阵A的非零子式的最高阶数称为矩阵A 的秩,记作R(A)

或Rank(A).
规定:零矩阵O的秩为零,即R(O)=0.
例3.5 求下列矩阵的秩,

A=

1 -2 3 5

0 1 2 1

1 -1 5 6

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

2 -1 0 3 -2

0 1 1 -2 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

解 因为A的一个二阶子式

1 -2

0 1
≠0,

又A的四个三阶子式

1 -2 3

0 1 2

1 -1 5

=

1 -2 5

0 1 1

1 -1 6

=

1 3 5

0 2 1

1 5 6

=

-2 3 5

1 2 1

-1 5 6

=0,

所以有R(A)=2.
对于矩阵B,容易发现B的所有四阶子式都为零,同时有一个三阶子式
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2 -1 3

0 1 -2

0 0 1

≠0,

所以有R(B)=3.
非零子式在矩阵的初等变换中,有一个非常重要的特性,那就是:如果

A~B,则A与B 中非零子式的最高阶数相等.从而有

定理3.3 任何矩阵经初等变换后,其秩不变.
推论 等价矩阵具有相同的秩.
由定义易知矩阵的秩具有如下简单的性质:
(1)设A=(aij)m×n,则0≤ R(A)≤ min{m,n}.
(2)若矩阵A中有一个r阶子式不为零,则R(A)≥r;若矩阵A的所有r

阶子式都为零,则R(A)<r.
(3)行阶梯形矩阵的秩等于它的非零行的个数.
设A=(aij)m×n,如果R(A)=m(R(A)=n),则称矩阵A为行(列)满秩

矩阵,简称满秩矩阵.
定理3.4 n阶矩阵A 可逆的充分必要条件是A 为满秩矩阵.
推论 n阶可逆矩阵A 与单位矩阵等价.
对于一般阶数较高的矩阵,用定义来求出它的秩往往比较麻烦,而对于

行阶梯形矩阵,由于行阶梯形矩阵的秩等于它的非零行的行数,一看便可知

道,因此,把一个矩阵先化为行阶梯形矩阵再来求秩是一种常用的简便方法.
例3.6 求矩阵的秩

A=

1 -2 1 -4 2

0 1 -1 3 1

2 -4 4 10 -4

4 -7 4 -4 5

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

解 A=

1 -2 1 -4 2

0 1 -1 3 1

2 -4 4 10 -4

4 -7 4 -4 5

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

r3-2r1

r4-4r1
→

1 -2 1 -4 2

0 1 -1 3 1

0 0 2 18 -8

0 1 0 12 -3

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

r4-r2

r4-12r3
→

1 -2 1 -4 2

0 1 -1 3 1

0 0 2 18 -8

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.
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由秩的性质可得,R(A)=3.
此外,对于矩阵的运算,还有以下一些性质:

(1)max{R(A),R(B)}≤R(A,B)≤R(A)+ R(B);

(2)R(A+B)≤R(A)+ R(B);

(3)R(AB)≤min{R(A),R(B)}.

3.3 线性方程组的解

n个未知量x1,x2,…,xn,m 个方程的线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn =b1,

a21x1+a22x2+…+a2nxn =b2,

       ……

am1x1+am2x2+…+amnxn =bm,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(3 5)

(3 5)式可以用矩阵形式写成

Ax =b, (3 6)

其中,A=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为系数矩阵,b=

b1

b2
︙

bm

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为常数项矩阵,x=

x1

x2
︙

xn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为未知数矩阵,(A,b)称为增广矩阵.

显然,这个方程和前面讨论的矩阵方程AX=B 不同(因为A 不一定是方

阵),但我们依然可以通过把增广矩阵(A,b)化为行最简形矩阵来讨论方程组

的解.

例3.7 解方程组

x1-x2-x3+x4=1,

-2x1-3x2+6x3+2x4=1,

5x1+5x2-13x3-3x4=-2.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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解 (A,b)=

1 -1 -1 1 1

-2 -3 6 2 1

5 5 -13 -3 -2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2+2r1

r3-5r1
→

1 -1 -1 1 1

0 -5 4 4 3

0 10 -8 -8 -7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r3+2r2
→

1 -1 -1 1 1

0 -5 4 4 3

0 0 0 0 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

由此可得R(A)=2,R(A,b)=3,由矩阵(A,b)可化成的行阶梯形矩阵可

知,线性方程组Ax=b是无解的,因为行阶梯形矩阵的第3行所对应的方程

0= -1是一个矛盾方程!

由此可得

定理3.5 线性方程组(3 5)有解的充分必要条件是它的系数矩阵的秩

等于它的增广矩阵的秩.即

R(A)= R(A,b).

例3.8 解方程组

x1+2x2-x3+4x4 =2,

2x1+5x2+x3+15x4 =7,

x1+3x2+2x3+11x4 =5.

ì

î

í

ï
ï

ïï

解 (A,b)=

1 2 -1 4 2

2 5 1 15 7

1 3 2 11 5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2-2r1

r3-r1
→

1 2 -1 4 2

0 1 3 7 3

0 1 3 7 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1-2r2

r3-r2
→

1 0 -7 -10 -4

0 1 3 7 3

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

显然,R(A)= R(A,b)=2,由定理3.5可知,原方程组有解,与原方程组

同解的方程组为

x1-7x3-10x4 =-4,

 x2+3x3+7x4 =3,{
此时我们无法唯一确定x1,x2,x3,x4的值,若将方程组改写为

x1 =-4+7x3+10x4,

x2 =3-3x3-7x4,{
任意给定x3,x4的一组值,则就可以确定出x1,x2的值,从而得到方程组的一

个解,表达式中含有两个自由未知量x3,x4.
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如令x3=k1,x4=k2,k1,k2可以任意取值,则方程组的解可以写成

x1 =-4+7k1+10k2,

x2 =3-3k1-7k2,

x3 =k1,

x4 =k2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(k1,k2 为任意实数)

即

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=

-4

3

0

0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

+k1

7

-3

1

0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

+k2

10

-7

0

1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.(k1,k2 为任意实数)

上述这样的表达式称为线性方程组的通解,由于k1,k2可取任意实数,所

以方程组有无穷多个解.
综合前面的讨论,有

推论 (1)当R(A)=R(A,b)=n时,方程组没有自由未知量,只有唯

一解;

(2)当R(A)=R(A,b)=r<n时,方程组有n-r个自由未知量,令它们

分别等于k1,k2,…,kn-r,可得含n-r个参数k1,k2,…,kn-r的解,这些参数

可任意取值,因此这时方程组有无穷多个解;

(3)R(A)≠ R(A,b)时,即(R(A)< R(A,b)时),方程组中含有矛盾方

程,无解.

例3.9 λ为何值时,方程组

λx1+x2+x3 =1

x1+λx2+x3 =λ

x1+x2+λx3 =λ2

ì

î

í

ï
ï

ïï

有解?

解 (A,b)=

λ 1 1 1

1 λ 1 λ

1 1 λ λ2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1↔r3
→

1 1 λ λ2

1 λ 1 λ

λ 1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2-r1

r3-λr1
→

1 1 λ λ2

0 λ-1 1-λ λ-λ2

0 1-λ 1-λ2 1-λ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r3+r2
→

1 1 λ λ2

0 λ-1 1-λ λ-λ2

0 0 (λ+2)(1-λ) (λ+1)2(1-λ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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(1)当λ≠-2且λ≠1时,R(A)= R(A,b)=3,方程组有唯一解;

(2)当λ=-2时,R(A)=-2,R(A,b)=3,方程组无解;

(3)当λ=1时,R(A)= R(A,b)=1<3,方程组有无穷多个解,此时

(A,b)
r
→  

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

由此得到

x1+x2+x3 =1,

若把x2,x3取为自由未知量,便可得到方程组的通解

x1 =1-x2-x3,

x2 =  x2,

x3 =    x3,

ì

î

í

ï
ï

ïï

(x2,x3 可取任意值)

即 

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1

0

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+k1

-1

1

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+k2

-1

0

1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
(k1,k2为任意常数).

当线性方程组(3 5)中的常数项全为零时,方程组(3 5)即为

a11x1+a12x2+…+a1nxn =0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn =0,

       ……

am1x1+am2x2+…+amnxn =0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(3 7)

用矩阵形式表示写成

Ax =0. (3 8)

方程组(3 7)常常称为n元齐次线性方程组.因为方程组(3 8)的增广

矩阵只比系数矩阵多一列零向量,所以它们的秩总是相等的.也即方程组

(3 7)总是有解的,显然,x1=x2= … =xn=0就是方程组的一个解,常称

为齐次线性方程组的零解.若有不全为零的一组x1,x2,… ,xn的值使方程组

(3 7)成立,则它称为齐次线性方程组(3 7)的非零解.
由上面的论述和定理3.5的推论可得:
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  定理3.6 齐次线性方程组(3 7)有非零解的充分必要条件是R(A)

<n.

例3.10 解方程组

2x1-3x2-2x3+x4 =0,

3x1+5x2+4x3-2x4 =0,

8x1+7x2+6x3-3x4 =0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

解 A=

2 -3 -2 1

3 5 4 -2

8 7 6 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2-r1

r3-4r1
→

2 -3 -2 1

1 8 6 -3

0 19 14 -7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2↔r1
r2-2r1

r3+r2
→

1 8 6 -3

0 -19 -14 7

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2÷(-19)

r1-8r2
→

1 0 2
19 -119

0 1 14
19 -719

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

.

显然有R(A)=2<4,因而齐次线性方程组有非零解,同解方程组为

x1+ 219x3-
1
19x4 =0,

x2+1419x3-
7
19x4 =0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由此即得

x1 = -219x3+
1
19x4

,

x2 = -1419x3+
7
19x4

,

x3 =   x3,

x4 =      x4,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(x3,x4 可任意取值)

即 

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=k1

-219

-1419

1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

+k2

1
19

7
19

0

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(k1,k2 ∈R),

也可以写成
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x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=k1

-2

-14

19

0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

+k2

1

7

0

19

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(k1,k2 ∈R).(想一想:为什么?)

对于矩阵Am×n,由于R(A)≤min{m,n},所以我们由定理3.6可得

推论 如果齐次方程组(3 7)中,m <n,则它一定有非零解.

􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰

􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀤰
􀦰 􀦰

􀦰􀦰

人物卡片(克拉默):

克拉默(GabrielCramer,瑞士数学家,1704—

1752),主要著作是《代数曲线的分析引论》,首先

定义了正则、非正则、超越曲线和无理曲线等概念,

第一次正式引入坐标系的纵轴(Y 轴),然后讨论曲

线变换,并依据曲线方程的阶数将曲线进行分类.
为了确定经过5个点的一般二次曲线的系数,应用

了著名的“克拉默法则”,即由线性方程组的系数确定方程组解的表达

式.该法则于1729年由英国数学家马克劳林得到,1748年发表,但克拉

默的优越符号使之流传.

延 伸 阅 读 三

交通网络的调度问题

近年来,随着中国城市化进程加快,交通网络日益复杂,如何有效调度

和优化交通资源成为一项重要课题.通过智能调度系统,利用大数据、人工

智能、云计算等先进技术,国家在缓解城市交通拥堵、提高交通效率和减少

碳排放方面取得了显著成效.比如在北京、上海等大城市,智能交通系统能

够实时分析道路交通状况,优化信号灯时长、公交车发车频率,以及及时调

度交通资源,最大限度地减少交通拥堵.这不仅提高了人们的出行体验,也

对社会经济效率起到了积极的促进作用.在这一过程中,科技创新起到了

核心作用.智能调度系统通过数据的精准分析、预测模型的建立和调度算

法的优化,极大提升了交通网络的管理水平.而这背后,离不开中国科研人

员在算法、硬件设备和大数据平台上的长期攻关与自主创新.这一切体现

了国家“科技强国”的战略方针,也彰显了中国不断突破关键核心技术、推
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动科技自立自强的决心.这不仅仅是一个技术问题,它体现了国家在推动

绿色发展、促进社会公平、实现高质量发展的战略目标.新时代的学生应当

学习交通领域的先进技术和管理经验,同时树立社会责任感,将个人发展

与国家需求相结合,努力为中国的智能交通建设和交通强国目标贡献力量.
【案例描述】

某城市正在规划一条公交线路,这条线路共有3个站点:A、B 和C.城

市管理者需要设计一套调度方案,确保从站点A 出发的车辆可以顺利经过

B 站和C 站,并到达终点站,但由于各种交通限制,某些路线的通行能力有

限.为了简化问题,假设从A 到B、B 到C 以及C 到终点的道路有不同的通

行能力限制,交通部门希望通过数学方法来确定最佳的调度方案.
这个问题可以归结为一个线性方程组的求解问题.每条道路的通行能

力可以看作一个方程的系数,车辆的数量则为未知数.通过求解这个线性

方程组,管理者可以确定从A 到C 站的最佳车辆分配方案.
【数学模型】

我们假设A、B、C 三个站点的通行能力分别为1、2、3辆车每小时,交通

部门给出以下线性方程组:

x1+x2+x3 =10 从A 站出发的总车辆数;

2x1-x2+3x3 =15 各路段车辆通行的限制;

x1-x2+x3 =5 站点C 通行限制.

其中,x1,x2,x3 分别表示从 A 到B、B 到C 以 及C 到 终 点 的 调 度 车 辆

数量.

1.矩阵的初等变换

通过将这个线性方程组表示为矩阵形式:

1 1 1

2 -1 3

1 -1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
x1 x2 x3( ) 10 15 5( ).

学生可以利用初等行变换来简化矩阵并求解车辆的分配方案.

2.矩阵的秩

通过行简化矩阵,学生能够直观地了解矩阵秩的含义,以及秩在求解

方程组时的作用.如果方程组无解或有无穷多个解,学生将学会如何通过

计算矩阵的秩来判断系统是否有解,并且是否存在多种方案.
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  3.线性方程组的解

通过对简化后的矩阵进行回代,学生可以得到具体的解x1,x2,x3 ,从

而得出每个路段需要调度的车辆数量.这不仅解决了实际交通问题,也帮

助学生深入理解线性方程组的解法.

基本练习题三

1.用初等行变换把下列矩阵化为行最简形矩阵:

(1)
1 2 -3 2 2

2 5 -8 6 5

3 4 -5 2 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;   (2)

2 3 1 4

1 -2 4 -5

3 8 -2 13

4 -1 9 -6

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

;

(3)

1 0 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 0 0

1 0 1 2 1 0 1

2 1 1 3 2 0 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

; (4)

1 1 1 0 1 1 2 0

1 1 1 1 0 1 1 0

2 2 2 1 1 2 3 1

3 3 3 2 1 3 4 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

2.利用矩阵的初等变换,求下列矩阵的逆矩阵:

(1)
1 2

3 4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷; (2)

3 -4 5

2 -3 1

3 -5 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(3)
2 2 3

1 -1 0

-1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (4)

2 0 0

1 2 0

0 1 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

3.用矩阵的初等变换,求解下列矩阵方程:

(1)
2 1 1

0 1 0

-3 2 -4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
X =

1

2

3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(2)
1 -2 0

1 -2 -1

-3 1 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
X =

-1 4

2 5

1 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;
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(3)
1 2 -1

3 4 -2

5 -4 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
X =

1 0

0 1

0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(4)
1 1 2

2 -1 0

1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
X =

1 0 0

0 1 1

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

4.求下列矩阵的秩:

(1)
1 1 1 0 1

2 1 1 -1 1

0 1 1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (2)

1 2 -1 4 1 1

2 5 1 15 -2 5

1 3 2 11 2 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;

(3)
1 1 0 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1 0

2 2 1 1 0 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
; (4)

1 0 0

0 1 0

1 0 1

0 1 1

1 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

.

5.设A=

1 2 -2

4 t 3

3 -1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,若R(A)=2,求t的值.

6.证明:max{R(A),R(B)}≤R(A,B)≤R(A)+R(B).

7.证明:R(A+B)≤R(A)+R(B).
8.设A为n 阶方阵,证明:R(A+E)+R(A-E)≥n.

9.求解下列非齐次线性方程组:

(1)
x1+2x2+5x3 =-9,

x1-x2+3x3 =2,

3x1-6x2-x3 =25;

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)
x1-2x2+3x3 =-4,

3x1-6x2+7x3 =-6,

2x1-4x2+3x3 =1;

ì

î

í

ï
ï

ïï

(3)
x1+x2+x3 =1,

2x1+x2+x3-x4 =1,

x2+x3+x4 =1;

ì

î

í

ï
ï

ïï

(4)

x1+x3-x4 =-3,

2x1-x2+4x3-3x4 =-4,

3x1+x2+x3 =1,

7x1+7x3-3x4 =3.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

10.求解下列齐次线性方程组:

(1)
x1+x2+2x3-x4 =0,

2x1+x2+x3-x4 =0,

2x1+2x2+x3+2x4 =0;

ì

î

í

ï
ï

ïï
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(2)
2x1-3x2-2x3+x4 =0,

3x1+5x2+4x3-2x4 =0,

8x1+7x2+6x3-3x4 =0;

ì

î

í

ï
ï

ïï

(3)

x1-x2+2x3+x4 =0,

2x1-x2+x3+2x4 =0,

x1-x3+x4 =0,

3x1-x2+3x4 =0;

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(4)
x1+2x2-2x3+2x4-x5 =0,

x1+2x2-x3+3x4-2x5 =0,

2x1+4x2-7x3+x4+x5 =0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

11.λ为何值时,齐次线性方程组

2x1+x2-x3 =0,

λx1-x2+x3 =0,

2x1+3x2+x3 =0

ì

î

í

ï
ï

ïï

有非零解?

综合练习题三

1.若矩阵A中存在r阶子式 Ar ≠0,则R(A)与r的大小关系是    .

2.已知 A 为4×3矩阵,R(A)=2,B =

1 0 0

0 2 0

-1 0 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,则 R(AB)

=     .

3.设矩阵A=

k 1 1 1

1 k 1 1

1 1 k 1

1 1 1 k

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,且R(A)=3,则k=    .

4.当λ=    时,齐次线性方程组

x1+x2+x3 =0,

x1+2x2+λx3 =0,

x1+4x2+λ2x3 =0

ì

î

í

ï
ï

ïï

一定有非

零解.

5.已知方程组

1 2 1

2 3 a+2

1 a -2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

1

3

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
无解,则a=    .
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6.设A为n阶矩阵,如果A经过若干次初等变换后得到B,则必有 (  )

A.|A|=|B| B.|A|≠|B|

C.若|A|=0,则|B|=0 D.若|A|>0,则|B|>0

7.设A为m×n矩阵,b为m×1矩阵,则 (  )

A.若Ax=0有非零解,则Ax=b有无穷多组解

B.若Ax=0只有零解,则Ax=b无解

C.若Ax=b有无穷多组解,则Ax=0有非零解

D.若Ax=b有唯一解,则Ax=0有非零解

8.已知矩阵

A=

1 3 2 k

-1 1 k 1

1 7 5 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

若R(A)=2,求k的值.

9.求作一个秩为4的方阵,它的两个行是

1 0 1 0 0( ),1 -1 0 0 0( ).

10.设矩阵A=

1 1 1 1

0 -1 1 b

2 a 3 4

3 1 5 7

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,当a,b满足何条件时,可使

(1)R(A)=4; (2)R(A)=3; (3)R(A)=2.

11.λ为何值时,非齐次线性方程组

λx1+x2+x3 =1,

x1+λx2+x3 =λ,

x1+x2+λx3 =λ2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)有唯一解;(2)无解;(3)有无穷多个解.

拓展训练三

1.(2006年)设A为3阶矩阵,将A的第2行加到第1行得B,再将B 的

第1列的-1倍加到第2列得C,记P=

1 1 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,则 (  )

A.C=P-1AP  B.C=PAP-1  C.C=PTAP  D.C=PAPT
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解 按已知条件,用初等矩阵描述有

B=

1 1 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
A,C=B

1 -1 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

于是C=

1 1 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
A

1 -1 0

0 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=PAP-1.所以应选B.

2.(2016年)设 矩 阵

a -1 -1

-1 a -1

-1 -1 a

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
与

1 1 0

0 -1 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
等 价,则a=

    .

解 因为 A =

a -1 -1

-1 a -1

-1 -1 a

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
与B =

1 1 0

0 -1 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
等价,所以

R(A)=R(B).

又因为B=

1 1 0

0 -1 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
~

1 1 0

0 -1 1

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,所以R(A)=R(B)=2.

从而 A =0,即

a -1 -1

-1 a -1

-1 -1 a
=0,得a=2或a=-1.

当a=-1时,A=

-1 -1 -1

-1 -1 -1

-1 -1 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,此时R(A)=1,不合题意,所以

a=2.

3.(2015年)设矩阵A=

1 1 1

1 2 a

1 4 a2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,b=

1

d

d2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,若集合Ω= 1,2{ },则

线性方程组Ax=b有无穷多解的充分必要条件为 (  )

A.a∉Ω,d∉Ω B.a∉Ω,d∈Ω

C.a∈Ω,d∉Ω D.a∈Ω,d∈Ω
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解 (A,b)=
1 1 1 1
1 2 a d
1 4 a2 d2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
~
1 1 1 1
0 1 a-1 d-1
0 0 (a-1)(a-2) (d-1)(d-2)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

Ax=b有无穷多解 ⇔R(A)=R(A,b)<3⇔a=1或a=2且d=1或d=2.所

以选D.
4.(2010年)设A是m×n矩阵,B是n×m 矩阵,且AB=E,其中E为m

阶单位矩阵,则 (  )

A.R(A)= R(B)=m B.R(A)=m;R(B)=n
C.R(A)=n;R(B)=m D.R(A)= R(B)=n
解 因为AB=E,故R(E)=m.又R(AB)≤R(A),R(AB)≤R(B),故有

m = R(AB)≤R(A),m =R(AB)≤R(B).

又A是m×n矩阵,B是n×m 矩阵,故R(A)≤m,R(B)≤m.结合上

述不等式可得R(A)= R(B)=m,即应该选A.

5.(1998年)设n(n≥3)阶矩阵A=

1 a a … a
a 1 a … a
a a 1 … a
︙ ︙ ︙ ︙

a a a … 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,若矩阵A

的秩为n-1,则a必为 (  )

A.1 B. 1
1-n C.-1 D. 1

n-1

解 R(A)<n⇒|A|=0⇒a=1或a= 1
1-n.当a=1时,显然R(A)=

1,故选B.
6.(1997年)非齐次线性方程组Ax=b中未知量个数为n,方程个数为

m,系数矩阵A的秩为r,则 (  )

A.当r=m 时,方程组Ax=b有解

B.当r=n时,方程组Ax=b有唯一解

C.当m =n时,方程组Ax=b有唯一解

D.当r<n时,方程组Ax=b有无穷多解

解 因为A是m×n矩阵,若秩R(A)=m,则

m = R(A)≤ R(A,b)≤m.

于是R(A)= R(A,b),故方程组有解,应选A.
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7.(2016年)设矩阵A =
1 1 1-a
1 0 a

a+1 1 a+1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,β=

0
1

2a-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,且方程组

Ax=β无解.
(1)求a的值;
(2)求方程组ATAx=ATβ的通解.

解 (1)(A,β)=
1 1 1-a 0
1 0 a 1

a+1 1 a+1 2a-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2-r1

r3-(a+1)r1
→

1 1 1-a 0
0 -1 2a-1 1
0 -a a2+a 2a-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(-1)r2

r3+ar2
→
1 1 1-a 0
0 1 1-2a -1
0 0 2a-a2 a-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,方程组Ax=β

无解,所以R(A)≠R(A,β),因此a=0.

(2)将a=0代入可得A =
1 1 1
1 0 0
1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,β=

0
1
-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,从而 ATA =

1 1 1
1 0 1
1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 1 1
1 0 0
1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

3 2 2
2 2 2
2 2 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,ATβ =

1 1 1
1 0 1
1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0
1
-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

-1
-1
-2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

因此 ATA,ATβ( ) =
3 2 2 -1
2 2 2 -2
2 2 2 -2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
~

1 0 0 1
0 1 1 -2
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,故 有 方 程 组

x1 =1,

x2+x3 =-2,{ 即

x1 =1,

x2 =-2-x3,

x3 =x3,

ì

î

í

ï
ï

ïï

令ξ0 =
1
-2
0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,ξ=

0
-1
1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,则原方程组

的通解为x=ξ0+kξ,其中k为任意常数.

实际案例分析三

今有鸡翁一,直钱五;鸡母一,直钱三;鸡雏三,直钱一,凡百钱买鸡百只.
问鸡翁、母、雏各几何? (《张邱建算经》)

假设x,y,z分别为买鸡翁、鸡母、鸡雏的只数,则由问题可得非齐次线性

方程组

x+y+z=100,

5x+3y+13z=100.{
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(A,b)=
1 1 1 100

5 3 1
3 100

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

r2-5r1
→
1 1 1 100

0 -2 -143 -400

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

r2÷(-2)

r1-r2
→
1 0 -43 -100

0 1 7
3 200

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

显然,R(A)= R(A,b)=2<3,原方程组有无穷多解,同解方程组为

x-43z= -100,

y+73z=200,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即

x =-100+43z
,

y =200-73z
,

z=z.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由于x,y,z一定为正整数,可得75<z<85,且z为3的倍数,所以z=

78,81,84,与此相对应的x=4,8,12;y=18,11,4.

即

x1 =4,

y1 =18,

z1 =78;

ì

î

í

ï
ï

ïï

 

x2 =8,

y2 =11,

z2 =81;

ì

î

í

ï
ï

ïï

 

x3 =12,

y3 =4,

z3 =84.

ì

î

í

ï
ï

ïï

这恰好是张邱建给出的三组解.至于如何得到的这三组解,《张邱建算

经》的“术”文是:

“鸡翁每增四,鸡母每减七,鸡雏每益三,即得.”

这实际上表明了这个非齐次线性方程组的通解公式为

x=4+4k,

y=18-7k,

z=78+3k

ì

î

í

ï
ï

ïï

(k∈R).

想一想,通解公式

x=-100+ 43z
,

y=200-73z
,

z=z

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

能写成

x=4+4k,

y=18-7k,

z=78+3k

ì

î

í

ï
ï

ïï

的形式吗?
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Matlab应用三:矩阵的初等变换与线性方程组的解

相关 Matlab命令或函数

Rank(A) 求矩阵A的秩

rref(A) 将矩阵A化为行最简矩阵

inv(A) 求矩阵A的逆

例3.2(续) 化矩阵A=

1 3 -2 2

2 6 -4 5

-1 -3 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
为行最简形矩阵.

解 

≫A=[13-22;26-45;-1-340];

≫rref(A)         %求A的行最简形矩阵

ans=

 1 3 0 0

 0 0 1 0

 0 0 0 1

例3.4(续) 求矩阵方程 AX=B,其中 A =

3 1 -1

2 2 0

1 -1 -2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B =

1 -2

2 2

1 -3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

解 

≫A=[31-1;220;1-1-2];

≫B=[1-2;22;1-3];

≫rref([A,B])      %解法一,将矩阵[A,B]化为行最简矩阵

ans=

1 0 0 -1 -2

0 1 0 2 3

0 0 1 -2 -1

≫X=inv(A)*B %解法二,求矩阵A的逆与矩阵B 的乘积

≫ X=
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-1.0000 -2.0000

2.0000 3.0000

-2.0000 -1.0000

所以X=A-1B =

-1 -2

2 3

-2 -1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

例3.8(续) 解方程组

x1+2x2-x3+4x4 =2,

2x1+5x2+x3+15x4 =7,

x1+3x2+2x3+11x4 =5.

ì

î

í

ï
ï

ïï

解 

≫D=[12-14;25115;13211];

≫b=[275]'

≫Rank(D) %求系数矩阵D 的秩

ans=2

≫Rank([D,b]) %求增广矩阵[D,b]的秩

ans=2

%R(D)=R(D,b)=2<4,方程有无穷多解

≫rref([D,b]) %将矩阵[D,b]化为行最简矩阵

ans=

1 0 -7 -10 -4

0 1 3 7 3

0 0 0 0 0

%原方程的通解方程为 
x1-7x3-10x4 =-4,

 x2+3x3+7x4 =3.{
原方程组的通解为:

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=

-4

3

0

0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

+k1

7

-3

1

0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

+k2

10

-7

0

1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.(k1,k2 为任意实数)

例3.10(续) 解方程组

2x1-3x2-2x3+x4 =0,

3x1+5x2+4x3-2x4 =0,

8x1+7x2+6x3-3x4 =0.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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解 

≫A=[2-3-21;354-2;876-3];

≫Rank(A) %求矩阵A的秩

ans=2

%R(A)=2<4,齐 次 线 性 方 程 组 有 非

零解。

≫formatrat %将 Matlab的输出设置为分数

≫rref(A) %将矩阵A化为行最简矩阵

ans=

 1  0  2/19  -1/19

 0  1 14/19 -7/19

 0  0  0  0
同解方程组为

x1+ 219x3-
1
19x4 =0,

x2+1419x3-
7
19x4 =0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由此即得

x1 = -219x3+
1
19x4

,

x2 = -1419x3+
7
19x4

,

x3 =x3,

x4 =x4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(x3,x4 可任意取值),

即 

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

=k1

-219

-1419

1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

+k2

1
19

7
19

0

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(k1,k2 ∈R).

79

第3章 矩阵的初等变换与线性方程组


